﻿MINISTERUL EDUCAȚIEI Șl ÎNVĂȚAMiNTULUI -of dr ing VASILE IANCĂU onf inq VASILE Răprat ing VASILE BĂRBAT $ef· ,ucr· ing ELENA ef lucr ing IOAN RUSU^' 'П ’ S,D N,A ZETEA ROSA EDITURA DIDACTICĂ Șl PEDAGOGICĂ - BUCUREȘTI Prefață Prezenta lucrare a fost elaborată de autori In baza programei analitice unitare, pentru studenții din institutele de învățămînt superior cu profilul construcții, pentru specialitățile : construcții civile, industriale și agricole ; căi ferate, drumuri și poduri ; hidrotehnică ; îmbunătățiri funciare Scopul manualului de reprezentări geometrice și desen tehnic de construcții este de a preciza normele de reprezentare a obiectelor în diferite sisteme, convențiile care stau la baza acestor sisteme, de a permite însușirea raționamentului geometric — ca instrument strict necesar în orice reprezentare tehnică —, precum și deprinderea cu abstractizarea geometrică, formînd și dez-voltînd treptat facultatea de a vedea în spațiu S-a insistat asupra problemelor utile și interesante din punct de vedere tehnic, îndreptînd totodată atenția asupra laturii geometrice de rezolvare si a raționamentului ■> - * i Manualul cuprinde două părți : reprezentări geometrice si desen tehnic de construcții în prima parte sînt prezentate noțiuni despre corespondență și transformări geometrice, dubla proiecție ortogonală (punct, dreaptă, plan, metode, poliedre și suprafețe curbe) ; s-a dezvoltat capitolul suprafețe utilizate în construcții cu echipartiții plane și spațiale, rețelele planare și spațiale De asemenea, sînt tratate noțiuni despre reprezentarea în axonometría oblică și ortogonală, precum și probleme din geometria cotată în partea a doua sînt cuprinse construcțiile grafice utilizale frecvent în desenul tehnic de construcții, scrierea și cotarea, reprezentarea convențională a materialelor de construcții, a îmbinărilor din zidărie, lemn, beton armat și metal, desenul topografic, precum și desenul de sinteză (planul unei clădiri civile și al unei clădiri industriale, instalații in construcții) La sfinitili părții a doua sînt date noțiuni și reguli generale pentru întocmirea graficelor și pentru înscrierea în desene a toleranțelor, precum și exemple de reprezentare în desen a căilor de comunicații în lucrare, autorii s-au străduit să valorifice experiența didactică, științifică și tehnică acumulată în decursul anilor, in cadrul volumului de ore afectat acestei discipline Lucrarea se adresează în primul rînd studenților, dar și unui cerc larg de specialiști care își desfășoară activitatea în domeniul construcțiilor, în proiectare, cercetare și execuție, ca ingineri, achitecți etc Autorii vor fi recunoscători acelora care vor face propuneri privind îmbunătățirea conținutului prezentei lucrări într o eventuală viitoare ediție PARTEA ÍNTil REPREZENTĂRI GEOMETRICE Capitolul ELEMENTE INTRODUCTIVE OBIECTUL DISCIPLINEI Scopul disciplinei Reprezentările geometrice constituie o ramură a geometriei care are drept scop reprezentarea corpurilor din spațiu printr-o figură plană Reprezentarea se obține fie prin metoda dublei proiecții ortogonale, care permite determinarea dimensiunilor corpurilor, fie prin axonometrie sau perspectivă — care reproduce mai curînd aspectul corpului —, fie prin proiecție cotată sau prin fotogrammetrie Reprezentările geometrice au apărut și s-au dezvoltat datorită necesității de a reprezenta in plan lucrări de artă sau construcții inginerești, avînd deci la bază necesitatea satisfacerii unor cerințe Inițial, preocuparea pentru reprezentarea în planul cu două dimensiuni a corpurilor din spațiul cu trei dimensiuni a aparținut constructorilor și artiștilor și numai ulterior geometrilor Corespondențe în cadrul reprezentărilor geometrice se stabilește un sistem convențional de corespondență între obiectele din spațiu și elementele prin care acestea sînt reprezentate în plan Prin corespondență se înțelege relația care există între perechile formate din elemente aparținînd la două mulțimi, cînd acestea sînt reprezentate într-un anumit mod O corespondență între elementele a două mulțimi, astfel îricît elementele uneia dintre ele să corespundă univoc elementelor celeilalte și invers, se numește corespondență biunivocă Pentru ca unui punct din spațiu să-i corespundă un singur punct din plan, și invers, unui punct din plan să-i corespundă un singur punct din spațiu, este necesar ca, din punct de vedere geometric, să se găsească o corespondență între punctele spațiului cu trei dimensiuni și planul cu două dimensiuni (corespondență biunivocă) în felul acesta orice corp geometric poate fi reprezentat printr-o figură plană legată de corpul din spațiu prin relații determinate și care permit trecerea de la spațiu la plan, și invers Astfel, operațiile grafice care ar trebui efectuate în spațiu se pot executa în plan Disciplina Reprezentări geometrice este legată direct de tehnică, în ceea ce privește sursa și aplicațiile, iar în privința metodelor de rezolvare este legată de matematici, de geometria analitică și, în special, de geometria plană și în spațiu Practica inginerească a demonstrat că cele mai multe greșeli — în proiectarea și executarea lucrărilor de construcții — sînt cauzate de insuficienta vedere in spațiu Dezvoltarea acestei facultăți, absolut necesare acelora care lucrează în construcții, se obține prin însușirea deprinderii de a reprezenta corpurile din spațiu prin imagini plane și, invers, de a imagina corpurile din spațiu prin simpla „citire” a planurilor Prin rezolvarea grafică a problemelor de reprezentări geometrice, acestea se leagă mai strîns de alte discipline inginerești, care mai folosesc aceleași metode, cum sînt : rezistența materialelor, statica grafica, construcțiile din beton armat, construcțiile metalice etc L tìezvoltarcn în timp n reprezentărilor floometricc Preocuparea pentru reprezentarea corpurilor din spațiu în plan se înlîlnește în literatura de specialitate din cele, mai veciiІ timpuri ; astfel : —* egiptenii utilizau unele procedee de reprezentare a construcțiilor de morminte și a bolților din piatră ; — grecii căutau să alcătuiască — prin procedee empirice — decoruri scenice, care să dea iluzia realității (A naxago r a s și D em ocri t) Prin descrierea metodei scenografice, ei au fixat originea perspectivei, considerînd-o ca o ramură practică a opticii (E u c l i d, secolul al TÎI-lca î e n ) ; — romanii au utilizat adesea perspectiva (dîndu-i și numele), iar în tratatul „De arhitectura" al lui Vi t ru vi us (secolul J e n ), clădirile sînt reprezentate în două vederi : plan și elevație ; — în evul mediu s-a dezvoltat s/crco/mmn (studiul intersecțiilor corpurilor solide, metodele dc taiere și dc îmbinare a acestora), ramură a tehnicii tratată mai iîrziu metodic, prin proiecții, de către ing F re zi e r ( ) ; — în timpul Renașterii, Leon a r d o d a V i n c i, Diirer și alții au manifestat interes, in special, pentru perspectivă, iar prin , Guidobaldo del Monte scrie „Verspeciivae libri sex“, cuprlnzînd bazele teoretice ale perspectivei, aplicate mai tîrziu în tratatele lui Desargucs, Pascal și Descartes Matematicianul francez Gaspard Monge, considerat întemeietorul reprezentărilor geometrice, pentru stabilirea corespondenței biunivoce dintre punctele spațiului cu trei dimensiuni și punctele planului s-a servit de proiecții In tratatul de Geometric descriptivă din , Gaspard Monge a reușit să sintetizeze tot materialul din perspectivă și din stereotomie de pină atunci și să rezolve științific și definitiv metoda reprezentării corpurilor în continuare, Olivier, P o h ke, Muller și alții au contribuit la dezvoltarea geometriei descriptive Practica proiectării și executării lucrărilor de construcții a mai dat naștere și la alte metode de reprezentare a obiectelor din spațiu, astfel : — Noisette a utilizat, pentru reprezentarea terenurilor, proiecția cotată; — Fiedler a expus metoda proiecției centrale, baza geometrică a perspectivei ; — Kepler, Weiss b a ch, P o h к e și Schwartz au dezvoltat reprezentarea în axonometría oblică și ortogonală ; — Poncelet a dezvoltat, de asemenea, geometria proiectivă, pe baza geometriei descriptive, arătînd că unele proiecții nu modifică unele proprietăți ale figurilor și ale corpurilor geometrice în țara noastră au început să fie predate cursuri de geometrie descriptivă de la începutul secolului al XIX-lea, la Iași, din , prin G h e о г g h e A s a c h i la București în , prin Gheorghe Lazăr Dintre cei care au contribuit la dezvoltarea acestei discipline în țara noastră se menționează : A O r ă s c u, care a tradus în tratatul de geometrie descriptivă a lui L e f e b u r e de F u r c y ; Al Cos ti nescu, M Capu ținea nu, N Ureche, E P a n g r a t i, AL P a n t a z i, G lu N i c h i f o r, T L a l e s c u, D B a r b i i a n, N T e o d о r e s c u și alții în același scop au fost publicate cursuri și culegeri de probleme în domeniul reprezentărilor geometrice, astfel : G h T h G h e о г g h i u ( ) V D г a- g o m i г ( ), A, G h e о r g h i u, M В о t e z ( , și ), A, T a n à- s e s c u ( ), A B e r n a t h ( ), J, Μ ο n c e a ( ), V I ancă u ș a ( ), V Bărbat ( ), I Rusu ș a, ( ) etc Importanța deosebită pentru cercetările științifice în acest domeniu au avut sesiunile științifice și simpozioanele organizate în cadrul Institutului de construcții București și al Institutelor politehnice din București, Cluj-Napoca» lași și Timișoara, al Institutului de învățămînt superior din Baia Mare etc Dezvoltarea în timp a reprezentărilor geometrice Preocuparea pentru reprezentarea corpurilor din spațiu în plan se întîlnește în literatura de specialitate din cele mai vechi timpuri ; astfel : — egiptenii utilizau unele procedee de reprezentare a construcțiilor de morminte și a bolților din piatră ; — grecii căutau să alcătuiască — prin procedee empirice — decoruri scenice, care să dea iluzia realității (A n a x a g o r a s și D e m о с r i t) Prin descrierea metodei scenografice, ci au fixat originea perspectivei, considerînd-o ca o ramură practică a opticii (E ucli d, secolul al III-lea î e n ) ; — romanii au utilizat adesea perspectiva (dîndu-i și numele), iar în tratatul „De arhitectura ' al lui Vi I ru vins (secolul I e n ), clădirile sînt reprezentate în două vederi : plan și elevație ; - în evul mediu s-a dezvoltat s/ereo/o/ηία (studiul intersecțiilor corpurilor solide, metodele de tăiere și de îmbinare a acestora), ramură a tehnicii tratată mai tîrziu metodic, prin proiecții, de către ing F r c z i e r ( ) ; — în timpul Renașterii, L c o n a r d o d a Vinci, D ü r e r și alții au manifestat interes, în special, pentru perspectivă, iar prin , Guidobaldo del M onte scrie „Perspectivae libri sex“, cuprinzînd bazele teoretice ale perspectivei, aplicate mai tîrziu în tratatele lui Desargucs, Pascal și D e s c a r t e s Matematicianul francez Gaspard Monge, considerat întemeietorul reprezentărilor geometrice, pentru stabilirea corespondenței biunivoce dintre punctele spațiului cu trei dimensiuni și punctele planului s-a servit de proiecții In tratatul de Geometric descriptivă din , Gaspar d Monge a reușit să sintetizeze tot materialul din perspectivă și din stéréotomie de pînă atunci și să rezolve științific și definitiv metoda reprezentării corpurilor în continuare, Olivier, Pohlke, M ü e r și alții au contribuit la dezvoltarea geometriei descriptive Practica proiectării și executării lucrărilor de construcții a mai dat naștere și la alte metode de reprezentare a obiectelor din spațiu, astfel : — Noisette a utilizat, pentru reprezentarea terenurilor, proiecția cotată ; — Fiedler a expus metoda proiecției centrale, baza geometrică a perspectivei ; — Kepler, Weissbach, Pohlke și Schwartz au dezvoltat reprezentarea în axonometría oblică și ortogonală ; — Poncelet a dezvoltat, de asemenea, geometria proiectivă, pe baza geometriei descriptive, arătînd că unele proiecții nu modifică unele proprietăți ale figurilor și ale corpurilor geometrice în țara noastră au început să fie predate cursuri de geometrie descriptivă de la începutul secolului al XIX-lea, la Iași, din , prin Gheorghe Asachi, la București în , prin Gheorghe Lazăr Dintre cei care au contribuit la dezvoltarea acestei discipline în țara noastră se menționează : A O r ă s c u, care a tradus în tratatul de geometrie descriptivă a lui L e f e b u r e de F u r c y ; Al C o s t i n e s c u, M C a p u Ιί-η e a n u, N Ureche, E P a n g r a t i, Al P a n t a z i, G h Ni c hi f o r, T L a e s c u, D B a r b i i a n, N T e o d o r e s c u și alții în același scop au fost publicate cursuri și culegeri de probleme în domeniul reprezentărilor geometrice, astfel : G h T h G he or ghiu ( ), V Drago m i г ( ), A G h c o r g h i u, M Bote z ( , și ), A T ă n ă-sescu ( ), A Bernath ( ), J Мопсе a ( ), V lancăuș a ( ), V Bărba t ( ), I Rusu ș a ( ) etc Importanță deosebită pentru cercetările științifice în acest domeniu au avut sesiunile științifice și simpozioanele organizate în cadrul Institutului de construcții București și al Institutelor politehnice din Bucuroșii, Cluj-Napoca, Iași și Timișoara, al Institutului de învățămînt superior din Baia Marc etc Reprezentările geometrice, alături de celelalte discipline din planul de învățămînt —cu care sînt în strînsă legătură—, contribuie la formarea gîndirii viitorului inginer, la dezvoltarea facultății de a vedea în spațiu, îl deprinde cu îndemînarea, precizia și siguranța necesară rezolvării grafice a problemelor, care se vor concretiza în viitoarea lor activitate prin proiecte întocmite corect, urmărind asigurarea economiei de materiale și scurtarea termenelor de dare în folosință a lucrărilor de construcții PROIECȚII Definiții Reguli Domeniul reprezentărilor geometrice și al desenului tehnic de construcții utilizează două tipuri de proiecții : proiecția centrală sau conică și proiecția paralelă sau cilindrică Planul P pe care se execută proiecția se numește plan de proiecție, dreapta Ca se numește proiectantă, iar punctul C, centru de proiecție (fig ) Se numește proiecție centrală a unui punct A din spațiu pe un plan de proiecție P din C, punctul a în care dreapta CA întîlnește (înțeapă) planul P Centrul C și planul de proiecție P definesc sistemul de proiecție centrală Luînd un alt punct B, acesta se proiectează central din C pe același plan în b Dacă pe proiectanta CB se ia un punct oarecare D, acesta se proiectează tot în b=d Un punct N din planul P are proiecția n confundată cu însăși punctul N, iar un punct M situat în planul P paralel cu P și care trece prin centrul de proiecție C, are proiecția centrală la infinit, mai precis pe dreapta de la infinit a planului P Din cele prezentate rezultă că : — unui punct din spațiu îi corespunde prin proiecție centrală un singur punct din planul de proiecție, deoarece prin acest punct și prin centrul de proiecție trece o singură dreaptă, iar dreapta înțeapă planul într-un singur punct ; — în proiecția centrală, corespondența nu este biunivocă, deoarece cunoscînd planul P, centrul de proiecție C și proiecția b a unui punct В din spațiu, poziția din spațiu a punctului B nu este determinată, deoarece toate punctele situate pe proiectanta Cb se proiectează în același punct b ; — punctele situate în planul de proiecție P au proiecțiile confundate cu însăși punctele ; — punctele din planul Pv paralel cu planul de proiecție P și care trece prin C, au proiecțiile la infinit Proiecția conică a unei drepte D este, în general, tot o dreaptă d (fig ) Pentru a găsi proiecția d a unei drepte D, se proiectează două puncte ale acesteia, din care unul poate fi chiar urma dreptei a, precum și un alt punct M Fig Proiecția centrală a două drepte Dacă dreapta Dt trece prin centrul de proiecție C, proiecția ei conică va fi un punct c, iar daca dreapta D este situată într-un plan paralel cu planul de proiecție P și care trece prin C, proiecția ei va fi la infinit (pe dreapta de la infinit a planului) Proiecția centrală a două drepte D și DÂ paralele între ele (fig , a) se obține proiectînd punctul de la infinit al acestora pe planul proiectant în c și unindu- cu urmele h și hL ale dreptelor Se observă că proiecțiile d și dL ale dreptelor D și DL nu sînt paralele, deoarece în proiecția conică paralelismul nu se păstrează Proiecția centrală a două drepte concurente Pentru ca două drepte să aibă proiecțiile conice paralele, este necesar și suficient ca ele să întîlnească o dreaptă paralelă cu planul de proiecție P și care să treacă, totodată, prin centrul de proiecție C (fig , b) Fie A și В punctele de pe dreptele D și Dt (cu urmele h și hL) situate pe dreapta dusă prin C paralelă cu planul P Pentru ca proiecțiile d și dY ale dreptelor să fie paralele, ele trebuie să aibă punctele A și В la infinit, deci să se găsească într-un plan paralel cu planul P conform Dar pentru ca d și dL să aibă aceleași puncte la infinit, trebuie ca A și В să aibă aceeași proiecție pe planul P, adică să fie situate pe dreapta CB (să fie colimare) Proiecția paralelă (proiecția cilindrică) este aceea în care centrul de proiecție C este „aruncat“ la infinit, într-o direcție Δ, cu care proiectantele devin paralele în cazul în care proiectantele sînt perpendiculare pe planul de proiecție, proiecția paralelă este ortogonală, iar cînd sînt oblice proiecția se numește oblică Proiecția paralelă este definită de planul de proiecție și de direcția Δ cu care proiectantele sînt paralele Se presupune că direcția Δ, respectiv proiectantele, nu sînt paralele cu planul de proiecție Fig Proiecția paralelă a unui segment de dreaptă І în cazul proiecției paralele, un punct are proiecția tot un punct (fig , n), o dreaptă se proiectează tot după o dreaptă (fig , ă), în afară de cazul cînd dreapta este paralelă cu direcția proiectantelor, cînd proiecția ei este un punct La fel ca în cazul proiecției centrale, coresponden la dintre punctele din spațiu și cele ale planului de proiecție nu este biunivoca nici in cazul proiec(iei paralele, deoarece într-un punct din planul de proiecție, de exemplu u, sînt proiectate toate punctele de pe proiectanta ce trece prin a Proiecția paralelă a unui segment de dreaptă este un segment mai mie, egal sau mai mare decît segmentili dat Fie un plan P și o direcție de proiectare paralelă cu Δ (fig ) Se construiește segmentul AB paralel cu planul P care se proiectează în ab în adevărată mărime Ducînd prin A o perpendiculară pe proiectanta Bb în C și construind în D simetricul lui В în raport cu AC, se constată că segmentele A și AD se proiectează pe planul P după o direcție paralelă Δ, în adevărată mărime Orice segment AG, cu G cuprins între В și D, are proiecția mai mare decît segmentul, iar segmentele AP, respectiv AE, cu extremitatea É și F în afara segmentului Bl), au proiecția mai mică decît segmentul dat Proiecțiile paralele a două drepte paralele sînt tot paralele Fie D și Z) două drepte paralele (fig , α), M și V două puncte pe aceste drepte, m și n proiecțiile acestora pe planul P Dreapta I)Y și proiectanta Mm definesc un plan, la fel dreapta D și Nn Aceste plane sînt paralele între ele și se intersectează cu planul P tot după două drepte paralele, care sînt tocmai proiecțiile d și ale dreptelor D și Dx, date în cazul particular cînd cele două proiecții sînt confundate (fig , b), planul determinat de dreptele D și Dl este paralel cu direcția de proiectare Proiecțiile paralele a două drepte concurente sînt tot două drepte concurente (fig , a), deoarece au în comun punctul de intersecție și proiectanta acestuia pe planul P în cazul figurii , b, proiecțiile sînt confundate, planul determinat de dreptele concurente fiind paralel cu direcția de proiectare Fig, , Proiecția paralelă a două drepte paralele D О В a b Fig Proiecția paralelă 'a două 'drepte concurente Fig Proiecția paralelă a unei (figuri situate intr-un plan paralel cu planul de proiecție Proiecția paralelă a unei figuri situate intr-un plan paralel cu planul de proiecție O figură cuprinsă într-un plan paralel cu planul de proiecție se proiectează oblic în adevărată mărime (fig ) ELEMENTE DE LA INFINIT Ni Fig , Puncte improprii Geometria neeuelidiană Odată cu descoperirea făcută de Lobacevski ( — ), că sînt posibile geometrii necontradictorii diferite de cea euclidiană, în prima jumătate a secolului al XIX-lea au apărut geometriile neeuclidiene Geometria neeuelidiană reconstruiește spațiul euclidian, introducînd elemente de la infinit, pentru a permite o corespondență între punctele a două drepte oarecare, în cazul unei proiecții centrale Postulatul V al lui Euclid este formulat astfel : două drepte paralele au un punct comun la infinit Puncte improprii Fie date dreptele Δ și Δη precum și centrul de proiecție C (fig ) Punctul de pe dreapta Δχ corespunde punctului M de pe dreapta Δ Ducînd prin C o paralelă la Δν aceasta întîlnește dreapta Δ în punctul ΔΓ, care nu are nici un punct corespunzător pe dreapta Δχ De asemenea, ducînd o dreaptă prin C paralelă la Δ, se obține punctul pe dreapta Δν care, la fel, nu are corespondent pe Δ Pentru ca această corespondență să cuprindă toate punctele este necesar să se completeze punctele corespunzătoare lui N și Nv care sînt la infinit și se numesc puncte improprii \ Dacă între punctele dreptei Δ și cele ale drfeptei se stabilește o corespondență biunivoca, dreapta Δ este transformata omografică a lui Δ, și invers O dreaptă are un singur punct la infinit și nu două, după cum ar părea din punct de vedere geometric Fie date punctele A și В de pe o dreaptă (fig , α), Ω la jumătatea segmentului AB și un punct M pe aceeași dreaptă, al cărui raport este—— = — k Dacă M este M В situat între A și B, raportul este negativ, numărul к pozitiv Dacă M este în afara segmentului AB raportul este pozitiv, к negativ în cazul cînd se dă numărul к și se cere să se determine punctul M problema se poate rezolva astfel : а) Fie к > , astfel M este situat între A si В Prin В se duce o dreaptă oarecare, pe care se măsoară ВС arbitrar, apoi în continuare se ia CD = k*CB (fig , a) Se unește A cu D și din C se duce o paralelă la AD, se , + ! лт , MA CD ~ obține punctul M, deoarece = -= к In MB CB această egalitate pentru к = , CD = kCB — , rezultă că și CD = , adică punctul M va fi situat în A Fig Punctul impropriu al unei drepte Cînd к , CD > CB, punctul M este la dreapta lui Ω Cînd к = oc, punctul M se confundă cu B Pentru cazul к = , poziția lui M este în Ω b) Fie к Se consideră dreapta AB (fig , k) Prin В se duce o dreaptă pe care se măsoară arbitrar BC, iar CD astfel ca CD = = к'CB Unind A cu D și ducînd din C o paralelă la aceasta în M rezulta rapoartele : AB DB AB + BM DB + ВС AM DC вм F вс ’ вм ~ вс BM ” вс ~ a' Din ultima relație rezultă că DC este cu atît mai mare cu cît a este mai mare, în care caz și M este mai apropiat de B Cînd a este infinit, punctul M este în B Cînd a descrește și se apropie de , CD se micșorează, D se apropie de B, iar M se îndepărtează pe AB la dreapta, spre infinit în cazul cînd к , adica este un caz aratat, doar ca se MA к MA a schimbă punctele A cu B (fig , с) Cînd > к > — punctul M se va afla pe dreapta AB la stìnga lui A în cele menționate poziția lui M a fost dată de intersecția dreptei CM cu AB Cum două drepte se întretaie — dacă sînt coplanare— într-un singur punct, numărului к îi corespunde un singur punct M, cu excepția cazului cînd к — — , cînd dreapta CM este paralelă cu AB, adică o înttlnește într-un singur punct, la infinit Mc Mi M М Fig Corespondența biunivoca între punctele unei drepte și ale unui cerc Din cele arătate reiese că două drepte paralele au același punct la infinit și la fel, toate dreptele paralele au aceeași direcție Λ da o direcție inserì m-nă, deci, a da tm punct la infinit prin care trec toate dreptele paralele cu direcția dală Corespondența dintre dreaptă și cerc Prin considerarea punctelor de la infinit se poate stabili o corespondență biunivocă între punctele unei drepte și ale unui cerc (sau ale altei curbe închise) Astfel, fie o dreaptă dată Δ și un cerc de rază ?, cu centrul în Ω, și centrul de proiecție C pe cerc (fig ) Orice proiectantă întîlnește cercul și dreapta într-un singur punct Dreapta improprie Daca orice dreaptă are un punct impropriu Ia infinit, rezultă că locul geometric al punctelor improprii ale unui plan este o dreaptă, dreapta improprie a planului, de la infinit, după care se întretaie două plane paralele ; această dreaptă este definită pe direcția planului Planul de la infinit al spațiului Infinitul planului este format deci dintr-o dreaptă Considerînd la fel, că infinitul spațiului este simbolizat printr-un plan, planul de la infinit al spațiului, este format din totalitatea dreptelor de la infinit ale tuturor planelor din spațiu Acest plan întîlnește orice dreaptă într-un singur punct și orice plan îl taie după o singură dreaptă ** * ■ * ' * ·* · Spațiu proiectiv Spațiul obținut prin completarea spațiului euclidian cu elemente improprii se numește spațiu proiectiv Completarea spațiului euclidian cu elemente improprii a fost necesară pe motivul că reprezentările geometrice studiază problemele cu ajutorul proiecțiilor în baza celor prezentate se pot enunța următoarele : — prin două puncte trece întotdeauna o singură dreaptă ; — prin trei puncte necolini are trece un singur plan ; — două plane se intersectează întotdeauna după o dreaptă ; — trei plane care nu trec prin aceeași dreaptă se intersectează într-un punct De asemenea se mai poate enunța că : — o dreaptă și un punct exterior definesc un plan și numai unul ; — două drepte concurente definesc un singur plan (dreptele paralele sînt concurente într-un punct de la infinit) ; — două drepte coplanare sînt concurente într-un punct ; —- două drepte care nu se întîlnesc, nu sînt situate în același plan și, invers, două drepte necoplanare nu sînt concurente, ci sînt drepte strîmbe în spațiu ; — o dreaptă taie un plan într-un singur punct, cu excepția cazului cînd dreapta este situată în planul respectiv PROPRIETĂȚI PROIECTIVE, AFINE Șl METRICE Proprietăți proiective în proiecția conică (centrală), proiectilul o figură din spațiu pe un plan, dacă o proprietate a figurii din spațiu se menține și în proiecție, aceasta se numește proprietate proiectivă Cazuri obișnuite de proprietăți proiective sînt concurența a două sau mai multe drepte, coliuiaritatea a trei sau mai multe puncte Proprietățile referitoare la lungimi, în general hu sînt proiective Raportul anarmonic a patru puncte^coliniare — expresie metrică ce se construiește cu ajutorul lungimilor — este totuși proiectiv Fio dat centrul de proiecție CL și dreapta Δ pe care se consideră punctele A, B, C și D, care se proiectează central pe planul P (fig ) Raportul anarmonic al punctelor este : A C A I) * BC ' BD Fig Raportul anarmonic Dacă această expresie are valoarea — , raportul este armonic Exprimînd suprafața CXAB în două feluri se obține AB'h = CYA «CjВ sin A CtB, de unde n CXA-CXB sin ACXB J I) — -· h > w я '· · * · ·** · β ~ *— ** · ~ — · *· · ' · “η Exprimînd în același fel segmentele AC, BC, AD, BD și făcînd raportul se obține : J ’’ , - - Jl* — * - sin CCXB sin DCrB Această expresie fiind independentă de h, adică de dreapta Δ, exprimînd raportul pentru dreapta Δ, se ajunge în final la același rezultat : АС AD ас ad : -= — : —· BC BD -cb bd • ~ ·· * — ~ ■ r · · * · » — * ~ “ *“* Aceasta înseamnă că biraportul a patru puncte colimare este proiectiv, adică e invariant în sistemul de proiecție centrală (sau se spune că într-o transformare orno-grafică, biraportul a patru puncte este invariant) Biraportul se mai poate exprima : (ABCD) = Dacă într-un biraport A = C sau B = D, atunci biraportul are valoarea zero Cînd A = В sau C = D, biraportul are valoarea Dacă A = D sau В Ξ C, biraportul are valoarea infinit Biraportul este nedeterminat dacă trei elemente coincid Se mai spune că raportul anarmonic aparține fasciculului format de dreptele CXA, CJ , CLC și C\D, deoarece nu depinde de dreptele pe care este considerat ci numai de unghiurile dreptelor , Construcția colul de al patrulea punct al raportului anarmonic Fie date trei puncte А, В, С pe o dreaptă Δ (fig ) Se cere să se construiască al patrulea punct D astfel ca raportul anarmonic al acestora să aibă valoarea Fig Construirea celui ele al patrulea punct al unui raport an a rmonic Си » A n Fig , Puncte conjugate anar-monic, determinate de bisectoa-rele unui unghi dintr-un triunghi Pentru rezolvarea problemei se poate presupune punctul d la infinit, în care caz ultimul raport este zero, deci : ac ad DB bd Se consideră punctele n, c pe dreapta Δρ astfel ca raportul lor să fie egal cu λ* Punctele А, B, C sînt date și se iau pe dreapta Δ concurentă cu Δχ în A = a Se unește В cu b și C cu c și se obține la intersecția lor punctul CL, prin care se duce o paralelă la Δχ și se găsește punctul D Bisectoarele unui unghi într-un triunghi oarecare intersectează latura a treia în două puncte conjugate armonic față de vîrfurile triunghiului de pe aceeași latură Fie dat triunghiul ABC (fig ) Bisectoarele din A intersectează latura BC în M și N Dacă aceste puncte sînt conjugatele armonice ale punctelor В și C, biraportul lor este egal cu — , proprietate proiectivă, pentru susținerea căreia este suficient a arăta că este valabilă pentru punctele de intersecție ale unei drepte oarecare cu fasciculul dreptei r concurente în A Ducînd prin В o paralelă bm la AN, conform punctului anterior, trebuie arătat că m este mijlocul segmentului Bc, ceea ce este evident Fig într-un patrulater complet, fiecare diagonală împarte armonic pe celelalte două (teorema lui Pappus) Fie dat patrulaterul ABCD oarecare (fig ), completat cu E și F în prelungirea laturilor DA și CB, respectiv A B și DC, cu diagonalele corespunzătoare AC, BD și EF Pentru ca o diagonală să împartă armonic pe celelalte două este necesar ca biraportul acestora să fie egal cu— , adică punctul H să lie la mijlocul segmentului DB Aceasta este adevărat cînd patrulaterul ABCD se proiectează după un paralelogram (la care diagonalele se intersectează la mijloc) Pentru aceasta este necesar ca e și f, proiecțiile lui E și F să fie la infinit, adică dreapta ef să fie dreapta de la infinit a planului pe care se face proiecția Se ia, deci, un punct CL drept centru de proiecție ; planul de proiecție va trebui să fie paralel cu planul definit de C\ și de dreapta EF, ceea ce era de demon- Teorema lui Pap pus Fig Proprietatea afină Proprietăți afine Dacă o proprietate a unei figuri se menține într-o proiecție cilindrică pe un plan oarecare se spune că proprietatea este afina Astfel de proprietate ar fi paralelismul a două drepte (v fig , a) Proiecția paralelă este o proiecție conică particulară, în care centrul de proiecție este la infinit Ca urmare, proprietățile proiective sînt în același timp și proprietăți afine, reciproca nu este însă adevărată, deoarece o proprietate afină nu este în general și proiectivă (paralelismul este o proprietate afină, dar nu este proiectivă) Raportul simplu este, de asemenea, o proprietate afină Fie dată dreapta Δ pe care există punctele А, В și C (fig , a), care se proiectează pe planul P, paralel cu diagonala Δη în a, b și c Conform teoriei lui Thaïes există proprietatea AB ab AC ac Dacă B este mijlocul segmentului AC, b va fi mijlocul segmentului ac, adică în proiecția paralelă se păstrează simetria prin raport la un punct Invarianta raportului simplu caracterizează omografiile echivalente cu o proiecție paralelă Raportul armonic a patru puncte coliniarc este, de asemenea, o proprietate afină Fie dată dreapta Δ cu punctele A, B, C, D și direcția Ai de proiectare a acestora pe planul P în a, b, c, d (fig , b) Conform teoremei lui Thaïes AC AD ac ad ВС ’ BD ~ be' bd Corespondența afină a două plane Se consideră planele P și PY care se intersectează după o dreaptă Ox (fig , a) și fie a un punct conținut în planul P, care se proiectează în aY pe planul Px, paralel cu o direcție dată Δ în felul acesta se pot proiecta toate punctele din planul P în planul Px, adică fiecărui punct din planul P poate să-i corespundă un punct din planul Px și invers între planele P și Px s-a stabilit astfel o corespondență biunivocă, numită și corespondență perspectiv-afină Axa Ox se mai numește axa corespondenței în această corespondență se păstrează coliniaritatea, raportul simplu și raportul armonic Dacă se rotește planul P în jurul dreptei Ox pînă se suprapune peste Px> punctele a și b devin transformatele afine ale punctelor ăx și invers, iar axa Ox rămîne locul geometric al punctelor fixe în această transformare Transformarea afină este determinată dacă se cunoaște axa O® și o pereche de puncte corespondente a, (fig , b) Astfel dacă se dă punctul b îu planul P, Fig Perspectiva afină pentru a afla corespondentul său bL în planul PL, se trasează dreapta ab, care inter sectează axa O r în a (punct fix, propriul său transformat) Unind punctele a si a pe prelungirea acesteia se găsește punctul ăt, la intersecția paralelei din b la aa} Proprietăți metrice Prin proprietate metrică se înțelege proprietatea unei figuri în care intră lungimi și unghiuri Aceste proprietăți, în general, nu sînt nici proiective și nici afine, deoarece nu se mențin nici în proiecția conică și nici în cea paralelă în continuare se arată o proprietate metrică a unghiului drept în proiecție ortogonală în cazul unei poziții particulare a unghiului Dacă două drepte din spațiu sînt perpendiculare, proiecțiile lor, pe un plan paralel cu una din ele, sînt tot perpendiculare Fie date dreptele D și DL, perpendiculare (concurente sau neconcurente) și un plan P paralel cu dreapta D (fig ) Proiecția d a dreptei D este paralelă cu D și perpendiculară pe DL Dreapta Cc este perpendiculară pe planul P, deci d este perpendiculară și pe aceasta Dar dreapta d fiind perpendiculară pe și pe Cc este perpendiculară și pe planul PL determinat de acestea, adică pe toate dreptele planului, deci și pe Cc Reciproca este, de asemenea, adevărată : — două drepte din spațiu sînt perpendiculare dacă proiecțiile lor pe un plan paralel cu una din ele sînt perpendiculare ; — dacă două drepte perpendiculare se proiectează pe un plan tot după două drepte perpendiculare, cel puțin una din ele este paralelă cu planul de proiecție Cele menționate se pot enunța și astfel : — dacă două drepte din spațiu, care se întîlnesc sau nu, se bucură de două din următoarele trei proprietăți : sînt perpendiculare; una din laturi este paralelă cu planul de proiecție ; proiecțiile lor pe un plan sînt perpendiculare, atunci admit și cea de a treia proprietate Fig Proprietatea metrică a dreptelor perpendiculare OMOLOGIE, OMOTETIE, AFINITATE Ι ύ Teorema iui Desargues în spațiu Daca dreptele care unesc vîrfurile corespunzătoare a două triunghiuri situate în plane diferite sînt concurente într-un punct S atunci laturile corespunzătoare ale triunghiurilor se taie in trei puncte colimare Se consideră dale planele P și PL (fig ), care conțin triunghiurile ABC, respectiv AJ^Cp iar dreptele AAX, BBV CC\ sînt concurente în punctul S Cum două drepte concurente determină un plan, planul SAAJB B va intersecta planul P după dreapta AB, planul Pt după dreapta ALBt, iar punctul a va fi pe dreapta de intersecție a planelor P și PL, pe axa O r In mod identic și punctele b și c sînt pe dreapta de intersecție a planelor P și PL, sînt deci coli ni are teorema lui Desargues in plan Dacă dreptele care unesc vîrfurile corespunzătoare a două triunghiuri ce fac parte din același plan sînt concurente, laturile corespunzătoare ale triunghiurilor se taie în trei puncte colimare Se consideră date triunghiurile ABC și A^Q situate în același plan P și dreptele AAp BBV CCt concurente în punctul S (fig ) Se ia un punct SL în afara planului P și se unește cu vîrfurile triunghiului AJ^C^ Pe dreapta SSx se ia un punct S (între acestea), care se unește cu vîrfurile triunghiului ABC La intersecția dreptelor SkA^ SJC, S C cu A, S B, S C se formează vîrfurile triunghiului A B C Pentru triunghiurile ABC și A B C este valabilă teorema lui D e s a r g u e s în spațiu, deoarece dreptele AA , BB și CC sînt concurente în S Proiec-tînd central din St, pe planul P, atît vîrful S , cît și triunghiurile A B C și ABC, se constată că ABC coincide cu propria-i proiecție — fiind în planul P —, triunghiul A B C se proiectează în A BiC și S> în S Dreapta definită de punctele de intersecție ale laturilor corespunzătoare se proiectează tot după o dreaptă, adică punctele de intersecție ale laturilor corespunzătoare sînt colimare Configurația lui Desargues Un sistem de p puncte și g drepte situate în același plan, astfel ca prin fiecare punct să treacă același număr γ de drepte și Fig Teorema lui Desargues în spațiu Fig Teorema lui Desargues în plan — Reprezentări geometrice și desen tehnic — od Fig Afinitate ficcale di capi a să unească același număr π dc puncte se numește configurație plană și se notează cu ργ ; ) formează o configurație de trei laturi și trei puncte, astfel ca piin fìecau pumi lice doua drepte și fiecare dreaptă frece prin doua puncte ( ; ) Configurația Iui Desargues în plan (fig , c) formează o configurație d — depărtările proiectate pe semiplanul orizontal posteiioi minus (· ), — cotele proiectate pe semiplanul vertical superici semnul plus ( h) , — cotele proiectate pe semiplanul vertical interior semnul minus (—) Pentru a reține semnele cotelor și depărtărilor s-a întocmit tabelul Fig Dubla proiecție ortogonală a punctului Tabelul j Semnele coordonatelor descriptive în diedre Diedrul I Ш IV Depărtarea + Cotă -l· o b Fig Proiecția punctului Epură Prin proiecția dublu ortogonală se poate fixa poziția unui punct în spațiu Proiecțiile punctului însă sînt situate pe două plane perpendiculare, iar desenele se întocmesc pe coli de hîrtie plane Pentru a ajunge în această situație, se rotește planul orizontal în jurul liniei de pămînt Ox pînă se suprapune peste planul vertical (fig , u), în sensul acelor ceasornicului în această situație semiplanul orizontal anterior Нл se suprapune peste semiplanul vertical inferior V¿, iar semiplanul orizontal posterior Hp se suprapune peste semiplanul vertical superior V, Se observă că, după rotire, depărtările pozitive (pentru punctele din diedrele I și IV) se măsoară sub linia de pămînt, iar cele negative (pentru punctele din diedrele II și III), deasupra liniei de pămînt Ox De asemenea, cotele pozitive (punctele din diedrele I și II) se măsoară deasupra liniei de pămînt, iar cele negative, sub linia de pămînt (punctele din diedrele III și IV) Linia a—az—a' (fig , a) devine astfel o dreaptă, perpendiculară pe linia de pămînt și se numește linie de ordine (linie de rapel) Desenul obținut prin rotirea planului orizontal în jurul liniei de pămînt pina se suprapune peste planul vertical, se numește epură (fig , ă) în continuare, epura va fi reprezentată numai prin linia de pămînt Ox , EPURA PUNCTULUI IN CELE PATRU DIEDRE Epura punctelor din diedrul L Se reprezintă cîleva puncte, de exemplu Л, В și C, din djedrul (fig, , , u) Punctul A (a, a) are depărtarea mai mică șj cota mai maje, înseamnă că va fi mai aproape de planul vertical La fel și puncta C (c, c') Punctul В (/>, //) are depărtarea mai mare decît cota și, deci, punctul va i mai aproape de planul orizontal decît de planul vertical Vi b Fig Proiecțiile unor puncte situate în diedrul II мл V p ' 'у ί, Fig I* > ’ii kí · * I , л l Proiecțiile unor drul ib i X puncte situate III ‘Г Fig Proiecțiile unor puncte situate în diedrul IV Il Toate àceste puncte au fost considerale iti diedrul I, unde cotele și depărtările sînt pozitive, iar reprezentarea lor in epură (fig , ă) se face ducînd liniile de ordine lespective ; intersecția liniilor de ordine ale acestora cu linia de pămînt se notează eu aXi br și de la care, sub linia de pămînl se reprezintă depărtările pozitive, iar deasupra liniei de pămînt cotele pozitive Epura punctelor din diedrul Π (fig , n) Se întocmește asemănător, trăgind liniile de ordine corespunzătoare punctelor A, В și C și rnăsui înd pe acestea depărtările negative deasupra liniei de pămînt și cotele pozitive, de asemenea, deasupra liniei de pămînl Intersecția liniilor de ordine cu linia de pămînt se notează cu nr, br> cr (fig , />) în diedrul II, deci, ambele proiecții ale punctului (orizontală și verticală; se reprezintă deasupra liniei de pămînt Epura punctelor în diedrul Punctele din diedrul III (fig , a) se reprezintă după cum urmează : cotele fiind negative, sub linia de pămînt, depărtările negative deasupra liniei de pămînt Din epură (fig , b) se vede că reprezentarea punctelor A, și C se face invers reprezentării punctelor А, В și C din diedrul I (v fig ) Epura punctelor din diedrul IV în diedrul IV punctele А, В și C se reprezintă ca în figura , «, adică depărtările pozitive sub linia de pămînt, cotele negative la fel sub linia de pămînt în diedrul IV, deci, amîndouă proiecțiile punctelor sînt reprezentate sub linia de pămînt, invers deci decît în diedrul II (v fig , b) Din reprezentarea punctelor în cele patru diedre arătate mai sus, rezultă că notația are un rol covîrșitor în geometria descriptivă Prin schimbarea notațiilor (a depărtării sau a cotei) se schimbă nu numai poziția punctului, ci chiar și diedrul în care este situat punctul în spațiu La reprezentarea punctului în epură se ține seama deci, de următoarele : — punctul din spațiu se notează cu literă mare ; — proiecția orizontală se notează cu aceeași literă mică a, iar distanța ei la linia de pămînt reprezintă depărtarea punctului ; — proiecția verticală se notează cu aceeași literă mică cu accent ci (a prim, de exemplu), iar distanța ei la linia de pămînt reprezintă cota punctului EPURA PUNCTELOR SITUATE ÎN PLANE BISECTOARE SI ÎN PLANE DE PROIECȚIE / Puncte situate în planul bisector Punctele situate iu planele bisectoare au cotele egale cu depărtările Punctele situate în semiplanul bisector I (fig , a) au cotele pozitive egale cu depărtările tot pozitive, iar reprezentarea lor în epură se face ca în figura , ă, punctul , în semiplanul bisector III reprezentarea punctelor se face invers ca a punctului A , Puncte situate în planul bisector Βη^Βιν, în planul bisector Bti—ВГУ se reprezintă punctele ca în figura , a și b, și anume : pentru semiplanul bisector II deasupra liniei de pămînl (punctul A), iar pentru semiplanul bisector IV sub linia de pămînt (punctul //), Se observă că punctele din planul bisector Вц—Віѵ au proiecțiile confundate, iar în planul bisector BUi au proiecțiile simetrice în raport cu Or, Fig Proiecțiile punctelor situate în planul bisector a b o Fig , Proiecțiile punctelor situate în planul bisector Вц—В Puñete situate în planele de proiecție Punctele situate în planul orizontal de proiecție au cota nulă, iar proiecția orizontală confundată cu punctul Reprezentarea lor se face ca în figura , a și b, punctul puțind fi în semiplanul orizontal anterior (punctul A) sau în cel posterior (punctul C) în planul vertical punctele au depărtarea egală cu zero, iar proiecția verticală confundată cu punctul, puțind fi situate în semiplanul vertical superior (punctul B) sau în cel inferior (punctul D) Un caz cu totul particular este acela al punctelor situate pe linia de pămînt, adică la intersecția planului orizontal cu planul vertical, în care caz atît depărtarea, cît si cota punctului respectiv sînt zero și reprezentate pe linia de pămînt (punctul E din fig ) Citirea unei epure Fie dată epura unui punct A(«, a') din figura Se propune să se citească această epură, adică să se găsească diedrul în care este situat punctul, precum și poziția lui față de planele de proiecție în cadrul acestui diedru Fig Citirea unei epure Fig Proiecțiile punctelor attuate în planele de proiecție, Depărtarea punctului A fiind reprezentată sub linia de pămînt este pozitivă, deci punctul este situat fie în diedrul I, fie în diedrul IV Cota punctului este negativă, corespunzătoare diedrului Ш și IV Punctul este deci situat în diedrul IV Cota punctului a#a fiind mai marc dccîl depărtarea, punctul din spațiu se află mai aproape de planul vertical La fel se poate arăta că punctul B este situat în diedrul I, punctul C în diedrul și punctul D în diedrul II PROIECȚIA PUNCTULUI PE PLANUL LATERAL , Proiecția laterală în general, proiecția orizontală și verticală sînt suficiente pentru rezolvarea problemelor curente în reprezentările geometrice Pentru cazuri speciale, se introduce un al treilea plan dc proiecție W, perpendicular pe H și V Proiecția unui punct pe acest plan se notează cu literă mica și două accente (a" — a secund, de exemplu) Realizarea corespondenței biunivoce în reprezentarea plană a punctelor proiectante pe planul lateral W se obține prin rotirea planului W în jurul axei Oz (fig , u) pînă se așterne peste planul V în unele tratate de reprezentări geometrice rotația planului W se face în jurul axei Oy deci alături de proiecția orizontală Proiecția laterală fiind însă o proiecție verticală pe un plan de proiecție, se consideră că este mai potrivit a se reprezenta în dreptul proiecției verticale, așa cum de altfel se reprezintă și în desenul tehnic de construcții (dispoziția proiecțiilor) Se observă că, prin rotația planului lateral, punctele situate în diedrele I și IV vor avea proiecția pe planul lateral la dreapta axei Oz, iar punctele din diedrele II și III la stìnga acesteia De asemenea, proiecția punctului A pe planul lateral se rotește cu raza axa (depărtarea) egală cu Oay și cu centrul în O Se mai observă că a" este pe linia de ordine a"ay egală cu Au sau cu cota punctului Prin rotirea planelor din figura , a se obține epura reprezentată în figura , b, inclusiv proiecțiile punctului A Dreptele de intersecție ale celor trei plane se notează cu Ox, Oy și Oz, iar punctul de intersecție a celor trei plane se notează cu O Axa Ox se mai numește axă principala, iar axa Oz, axă secundară Fig Proiecțiile punctului pe planele de proiecție H, V și W S-a văzut că depărtarea și cota definesc poziția punctului față de planele de proiecție V și H Locul geometric al punctelor situate la distanță dată față de planele de proiecție este însă o dreaptă Pentru a fixa poziția în spațiu a punctului pe această dreaptă se mai introduce o coordonată : abscisa panelului, a av egală cu ()ax în acest fel un punct este perfect definit prin cele trei coordonate : abscisa, depărtarea și cota ; acestea se notează, de exemplu pentru punctul Λ, cu A (a„ u, a') sau cu A ț r r/ r) și cu semnul din figura , a și b, măsurate de la O, Epura punctelor în triedru Planul lateral W împreună cu planele de proiecție împarte spațiul în opt triedre tridreptunghice Semnul coordonatelor în cele opt triedre este cuprins în tabelul Tabelul Semnele coordonatelor descriptive în triedre Octantul I Πχ II Ш» III, IVX IV, — o cS —« C O C Ό o Abscisa Depărtarea ——l"— — "" ■- — «- Cota ■ ■ în continuare se prezintă construcția epurei cîte unui punct din fiecare triedru’ inclusiv proiecția pe planul lateral Figura , a și b se referă la diedrul I, unde cotele sînt pozitive, depărtările la fel pozitive în triedrul Ix ne aflăm în fața planului lateral, iar în triedru! I în Fig Epura punctului în culc triedre spatele acestuia (cu abscisa pozitiva la stìnga Ini și cea negativă la dreapta lui ), Raza de rotație este egală cu depărtarea, centrul de rotație în și la dreapta axei Oz, proiecția pe planul lateral fiind pe paralela dusă din proiecția verticală a punctelor a' și b' în a" și ă" Punctele din figura , c și d sînt situate în diedrul ÍÍ, mai precis în triedrele I; și Л ч avînd depărtările negative și cotele pozitive Prin rotirea planului lateral, proiecția pe acesta ajunge în epură în stìnga axei secundare Oz în diedrul HI (fig , e și f) cotele sînt negative, depărtările negative, proiecția pe planul lateral după rotirea planului W, la stìnga axei secundare și pe linia paralelă la axa principală O r din proiecția verticală Punctele din diedrul IV au proiecția pe planul lateral (fig la stìnga urmei orizontale h, /i\ se observă că depărtarea este negativă, cola pozitivă și punctul este situat în diedrul Punctul B, situat pe dreapta ) între urmele h, li și v, v' are depărtarea negativa Fig împărțirea dreptei în regiuni și cota la fel negativă, fiind deci situat în diedrul III, iar punctul C situat pe aceeași dreaptă, la dreapta urmei verticale, are depărtarea pozitivă, iar cota negativă, fiind deci situat în diedrul IV Dacă planele de proiecție se consideră opace, atunci este vizibil numai segmentul de dreaptă situat în diedrul I Reprezentînd în epură proiecțiile dreptei distinct pentru tronsonul vizibil, urmele devin un instrument prețios pentru formarea vederii în spațiu în figura , b, reprezentînd cu linie întreruptă dreapta care este invizibilă, se obține o imagine mai sugestivă a dreptei Dacă urmele h, h' și v, v' sînt vizibile, segmentul de dreaptă cuprins între ele este vizibil, iar restul invizibil Dacă ambele urme sînt invizibile, atunci întreaga dreaptă este invizibilă în cazul cînd una din urme este văzută, una din părțile adiacente ale dreptei este văzută, iar în cazul cînd o urmă nu este văzută, ambele părți adiacente sînt invizibile * i r‘ - - POZIȚIILE PARTICULARE ALE DREPTEI · FAȚĂ DE PLANELE DE PROIECȚIE în afară de poziția oarecare a urmei dreptei față de planele de proiecție, aceasta poate ocupa și poziții particulare Epurele acestor drepte sînt caracteristice, iar cunoașterea lor este necesară pentru a vedea cu ușurință în spațiu aceste drepte, în unele cazuri, dreptele în poziții particulare sînt folosite pentru simplificarea construcțiilor grafice Pozițiile particulare ale dreptei față de planele de proiecție sînt prezentate în continuare Dreaptă paralelă cu un plan de proiecție Orizontala (dreapta de nivel) este o dreaptă paralelă cu planul orizontal de proiecție (fig , «) Toate punctele orizontalei au aceeași cotă și ca urmare proiecția verticală a orizontalei este paralelă cu linia de pămînt Proiecția orizontală poate avea o poziție oarecare Urma orizontală a dreptei este la infinit, iar urma verticală o se găsește obișnuit, la intersecția proiecției orizontale a dreptei cu linia de pămînt ; proiecția verticală v' se află pe linia de ordine dusă din v (fig , b) — íteprezenlári geometrice șl desen tehnic — cd Fig Dreaptă orizontală Г — * * Dreapta in spațiu fiind paralelă cu planul orizontal de proiecție se proiectează pe acesta în adevărată mărime Unghiul [ , format de orizontală cu planul vertical de proiecție, se proiectează la fel în adevărată mărime pe planul orizontal, și la fel, unghiul γ, format de orizontală cu planul lateral Frontala (dreapta de front) este o dreaptă paralelă cu planul vertical de proiecție ; toate punctele dreptei au aceeași depărtare, proiecția orizontală este, deci, paralelă cu linia de pămînt (fig , a) Urma verticală a dreptei este la infinit, iar cea orizontală la intersecția proiecției verticale cu linia de pămint (fig , ò) Unghiurile a și γ pe care dreapta le face cu planul orizontal, respectiv lateral de proiecție, se proiectează în adevărată mărime pe planul vertical V Dreapta se proiectează, de asemenea, în adevărată mărime pe planul vertical de proiecție Pe planul lateral dreapta se proiectează paralel cu axa secundară Oz Dreapta de profil este paralelă cu planul lateral de proiecție W (fig , a) proiecția ei orizontală și verticală fiind în poziție perpendiculară pe Ox Urmele dreptei de profil se pot determina cu ajutorul proiecției pe planul lateral de proiecție (fig , b) a b Fig , Dreaptă frontală Fig Dreaptă de profil Fig Determinarea urinelor dreptei de profil eu ajutorul invarianței raportului simplu într-un plan de profil există o infinitate de drepte, care au proiecțiile confundate (orizontală și verticală), astfel că proiecțiile unei drepte de profil determină dreapta din spațiu numai dacă se cunosc proiecțiile a două puncte ale dreptei Cu ajutorul acestora se proiectează dreapta pe planul lateral de proiecție W, gă-sindu-se proiecțiile pe planul lateral ale urmelor, și anume : h" la intersecția lui d" cu O r și v" la intersecția lui d" cu Oz Proiecția verticală a urmei orizontale este pe linia de pămînt, proiecția orizontală a urmei verticale este, de asemenea, pe linia de pămînt v Ξ h' Cunoscîndu-se două din proiecțiile dreptei, ce-a de a treia proiecție rezultă, v' fiind pe d' la aceeași cotă cu v", iar h este pe proiecția orizontală d a dreptei, h'h = Oh", unde este adusă cu rotație inversă cu centrul în si raza Oh" Se observă că proiecția laterală conservă în adevărată mărime unghiurile dreptei cu planul orizontal H (între Ox și d") și cu planul lateral W (între Oz și d") Urmele dreptei de profil mai pot fi determinate și cu ajutorul invarianței raportului simplu Fie dată dreapta de profil ab, a b' din figura Știind că proiecția orizontală a urmei verticale și proiecția verticală a urmei orizontale sînt pe linia de pămînt, problema* se reduce la a determina proiecția h pe dreapta ab, cu-noscînd proiecțiile h', a' și b', precum și la determinarea lui υ de pe a'b' cunoscînd и, a și b între proiecțiile orizontale ale punctelor А, В și H există relația : ¿>/i] ¿> / Õ/Р a’h' ‘ ■ / ■* De asemenea, între punctele А, В și V există relația αν a'ν' "bv ~~ vu' Grafic, problema poate fi rezolvată astfel : — se duc două drepte paralele și Da prin A si />, care au proiecțiile de același fel paralele între ele ; Fig Drepte paralele cu două plane de proiecție — prin h' se duce proiecția verticală a dreptei coplanare cu DL și D care întîlnește d[ in Г și d în ', proiecția orizontală a acesteia și rezultînd din liniile de ordine Pe dreapta — , Г— ' este situată urma orizontală hh' a cărei proiecție orizontală h rezultă cu liniile de ordine din h' (la intersecția proiecției orizontale a dreptei de profil ab cu proiecția orizontală a dreptei — ; — la fel prin υ = h' se duce proiecția orizontală — a unei drepte coplanare cu Di și D , a cărei proiecție verticală ' — ' rezultă cu linie de ordine și pe care este situată proiecția verticală v' a urmei verticale Drepte paralele cu două plane de proiecție Dreapta fronloorizonlală (fig- , a și ô) este o dreaptă paralelă atît cu planul orizontal, cît și cu planul vertical de proiecție Proiecția orizontală este paralelă cu Ox, la fel și proiecția verticală Dreapta se proiectează în adevărată mărime pe planele H și V Pe planul lateral proiecția dreptei este un punct Urmele /іх, și uL, v\ ale dreptei sînt aruncate la infinit Dreapta de capăt sau de țintă D (fig , a și b) este paralelă atît cu planul orizontal de proiecție, cît și cu planul lateral Proiecția orizontală a dreptei este perpendiculară pe linia de pămînt, iar proiecția verticală, un punct Dreapta de capăt este un caz particular al orizontalei, cînd dreapta este perpendiculară pe mctele dreptei au aceeași cotă Proiecția pe planul axa principală Verticala D (fig , a și b) este o dreaptă paralelă atît cu planul V, cît și cu planul Pe planul orizontal se proiectează într-un punct, iar pe planele lateral și vertical, paralel cu Oz și perpendicular pe Ox Dreapta se proiectează în acest caz în adevărată mărime pe planele vertical ’și lateral de proiecție Urma verticală este la infinit, iar cea orizontală confundată eu punctul în semiplanul bisector /ijj, І)я în semiplanul bisector ini și /) , în semiplanul bisector HJV, precum și proiecția pe planul lateral a acestora, unde se observă mai bine ea ele sînt situate în planele bisectoare respective PUNCTE DE INTERSECȚIE ALE UNEI DREPTE OARECARE CU PLANELE BISECTOARE PUNCTE SITUATE PE DREAPTA CARE AU COTA Șl DEPĂRTAREA INTR-UN RAPORT DAT fronto-în pia- Fig Drepte orizontale situate nele bisectoare , Puncte de intersecție ale unei drepte oarecare cu planele bisectoare Pe lingă urmele dreptei pe planele de proiecție, punctele în care o dreaptă înțeapă planele bisectoare sînt de asemenea, puncte importante ale dreptei în figura este reprezentată epura unei drepte oarecare în general, o dreaptă înțeapă ambele plane bisectoare în afară de cazul cînd este paralelă cu unul din ele Un punct de pe dreaptă ce are cota egală cu depărtarea este acela în care se intersectează proiecțiile dreptei к și k', punct situat în diedrul II, avînd depărtarea negativă și cota pozitivă Celălalt punct se găsește construind din proiecția verticală a urmei orizontale h' o dreaptă simetrică cu proiecția verticală a dreptei în raport cu Ox La intersecția ei cu proiecția orizontală a dreptei se găsește punctul i și, cu linie de ordine, se obține i' Acest punct mai poate fi găsit construind prin proiecția orizontală a urmei verticale υ o dreaptă simetrică cu proiecția orizontală în raport cu Ox, la intersecția căreia cu proiecția verticală se găsește proiecția verticală a punctului i' și, cu linie de ordine, pe proiecția orizontală a dreptei, i Proiectînd punctele i, i și k, k' pe planul lateral, reiese și mai evident că acestea sînt conținute în planele bisectoare și anume punctul i, i' în planul bisector BL —BT (semiplanul bisector I), iar k, k' în planul bisector Βτ —Βιν (semiplanul bisector II) Puncte situate pe dreaptă care au depărtarea și cota într-un raport dat se pot găsi prin același procedeu iele h h Fie dată dreapta d, d' (fig ), cu ur Fig , Punctele de intersecție ale unei drepte cu planele bisectoare ii Fig Puncte situate pe dreaptă caro au cota și depărtarea într-un raport dat respectiv p, ν', Se caută un punct dc pe dreaptă care să aibă raportul dintre depărtare și cotă egal cu / Luînd un punct pe proiecția orizontală a dreptei care are depărtarea mm și construind proiecția verticală a acestuia de mm și notînd punctul cu л, a, acesta se bucură de proprietatea de a avea depărtarea supra cotă în raportul dat, însă nu se găsește pe dreapta d, d' Unind însă punctul v cu m't în prelungirea acestei drepte auxiliare, la intersecția cu proiecția verticală d' se găsește punctul a și, cu linie de ordine, proiecția orizontală a acestuia a Astfel s-au format triunghiurile asemănătoare vm'm și va'a, care au toate unghiurile egale (liniile de ordine fiind perpendiculare pe linia de pămînt și deci laturile a a' și mm' paralele) Conform teoremei lui T hale s, punctul ad are raportul depărtare supra cotă egal cu al punctului mm', deci doi supra trei, sau axa mxm — — ■ ■— ♦ axa' mxm' f * I r * “**·*· ~ - W Г * W J “ Λ · · · · · · * * * · л " · Ч ► * — л * · * · £$ ί T · z * w x t * —· z* f \ ’ Г · - · · MĂRIMEA ADEVĂRATĂ A SEGMENTELOR DE DREAPTĂ SI A UNGHIURILOR J • Ш a ® · * · va trebui să se construiască un triunghi asemenea cu cmd, deci care să aibă laturile proporționale Fie aceste laturi Xmc, Xmd și \cd Se construiește latura MC neparalelă cu mc și egală cu \mc Din M se construiește apoi latura Xmd, descriind un arc de cerc cu această rază, cu centrul în M, deoarece latura este conținută în planul V\ Punctul D căutat trebuie să întîlnească latura CD, respectiv sfera cu centrul în C și de rază Xcd Această sferă este intersectată de planul Vx după un cerc, la intersecția căruia cu arcul de rază Ămc descris în punctul M, se găsește punctul căutat D Triunghiurile astfel construite au laturile proporționale, iar unghiurile egale Proiecția unghiului drept în adevărată mărime Două drepte perpendiculare au proiecțiile pe un plan paralel cu una din ele, tot perpendiculare Dacă două drepte sînt conținute într-un plan paralel cu planul de proiecție, unghiul dintre ele se proiectează în adevărată mărime pe acesta Rezultă că pentru unghiul drept este suficient ca numai una din laturi să fie paralelă cu planul de proiecție, pentru ca unghiul să se proiecteze în adevărată mărime în sistemul de proiecție dublu ortogonal aceasta înseamnă că unghiul drept se proiectează în adevărată mărime pe unul din planele de proiecție atunci cînd una din laturile unghiului este orizontală sau frontală sau dreaptă de profil în figurile , a, b și c sînt reprezentate cîte două drepte în epură, perpendiculare, cîte una din ele în poziție particulară, prima orizontală, a doua frontală, a treia de profil Unghiul drept se proiectează în adevărată mărime pe planul orizontal de proiecție cînd cel puțin una din laturile lui este orizontală Pe planul vertical un unghi drept se proiectează în adevărată mărime, cînd cel puțin una din laturi este frontală, iar pe planul lateral, cînd este de profil Reciproca este, de asemenea, adevărată Perpendiculara d într-un punct M pe o dreaptă oarecare AB Se știe că înălțimile unui triunghi sînt concurente, astfel că se poate considera triunghiul ABM și se poate duce cîte o perpendiculară prin A și В pe cîte o orizontală și o frontală a planului, care sînt concurente, punctul dat și punctul de concurență al perpendicularelor definind perpendiculara din M pe AB I Fis· Proiecția în adevărată mărime a unghiului drept Fie dat segmentul ab, a'b' și punctul mm' (fig ) Se trasează frontala MB prin Af Din a' se duce o perpendiculară pe ni b' în c și cu linie de ordine se obline proiecția orizontală c pe mb Se duce apoi o orizontală А А/ prin ni', pe care, în proiecție orizontală se duce perpendiculara din b pe ani în c c' Cele două perpendiculare AU și RE sînt concurente în i Perpendiculara din Л/ pe A// va trece tot prin și întîlnește dreapta în k, k' Perpendiculara căutată este MK Fig Perpendiculara dintr-un punct pe o dreaptă oarecare deoarece POZIȚIA RELATIVĂ A DOUĂ DREPTE Două drepte in spațiu pot fi coplanare și песо-planare Dreptele coplanare pot fi paralele sau concurente Ele determină un plan și numai unul Dreptele necoplanare nu sînt concurente și sînt situate în plane diferite Se poate cunoaște din epură poziția a două drepte, teristică pentru fiecare din cazurile menționate Cunoașterea lor contribuie, de asemenea, la formarea vederii în spațiu Drepte concurente Două drepte sînt concurente cînd au un punct comun — punctul de intersecție — și care, proiectat pe oricare din planele de proiecție, se află pe proiecția corespunzătoare a fiecărei drepte Ca urmare, două drepte din spațiu sînt concurente, dacă proiecțiile lor de același nume se intersectează și dacă punctele de intersecție ale proiecțiilor se află pe aceeași linie de ordine (fig , dp Dacă însă dreptele concurente sînt situate într-un plan proiectant față de unul din planele de proiecție, atunci proiecția dreptelor pe acest plan este confundată (fig , b) Un caz particular este acela în care una din dreptele conținute în planul proiectant este chiar perpendiculară pe planul de proiecție respectiv, cum este în figura , c, în care una din cele două drepte este verticală Dacă una din drepte este dreaptă de profil, este necesar să se construiască proiecția dreptelor pe planul lateral și, numai în cazul cînd cele trei proiecții ale punctului de intersecție al dreptelor corespund, se poate afirma că dreptele sînt concurente (fig , d) în cazul a două drepte de profil, conținute în același plan, concurente, punctul lor de intersecție este nedeterminat, deoarece proiecțiile lor sînt confundate Pentru a afla acest punct este, de asemenea, necesar să se proiecteze ambele drepte de profil pe planul lateral (fig , e), în care punctul de intersecție este evident și de unde apoi se revine în proiecția orizontală și verticală în mod obișnuit în unele cazuri, două drepte nu se întîlnesc în cadrul epurei și ca urmare nu există linia de ordine a intersecțiilor dreptelor pentru a se vedea dacă acestea sînt sau nu coplanare Pentru a se putea face această verificare (fig ) se iau cîte două puncte pe fiecare dreaptă și se unesc încrucișat Dacă dreptele inițiale sînt coplanare, atunci și aceste drepte auxiliare sînt la fel coplanare și ea urmare punctul / de intersecție al dreptelor auxiliare va avea proiecțiile pe aceeași linie de ordine, iar în caz contrar nu Printr-un punct oarecare al unei drepte se pol duce o infinitate de drepte concurente cu acea dreaptă, există deci o infinitate de soluții Dacă însă se pune condiția ca dreapta să mai treacă printr-un punct, exislă o singură soluție (fig ), Astfel, prin p uncini /, i' de pe dreapta d, d' și prin ni, ni trece o singură dreaptă * Fig Drepte concurente Fig Drepte concurente care au punctul de intersecție în afara epurei Fig Dreaptă care întîlnește o dreaptă intr-un plan dat, trecînd printr-un punct exterior Fig Drepte paralele • * φ > ч ί Ч ? *' * ** к ** *”*·· ? ·*Ν ш ¿ / I Drepte paralele Două drepte paralele în spațiu au proiecțiile pe un plan oarecare paralele Reciproca nu este adevărată, deoarece toate dreptele conținute în planul proiectant respectiv (în care este conținută ,o dreaptă și proiecția ei) sc proiectează pe aceeași dreaptă, adică pe dreapta de intersecție dintre planul de proiecție și planul proiectant (urma planului) În proiecția dublu ortogonală două drepte paralele în spațiu se proiectează tot paralele, pe oricare, din planele de proiecție Reciproca este în acest caz adevărată, adică dacă proiecțiile de același nume a două drepte sînt paralele, dreptele din spațiu sînt, de asemenea, paralele în figura , a este reprezentată epura a două drepte paralele, în cazul general, adică poziția planului determinat de cele două drepte paralele este oarecare Dacă însă planul determinat de cele două drepte paralele este proiectant față de unul din planele de proiecție, atunci proiecțiile dreptelor pe planul respectiv sînt confundate, fiind însă distincte și paralele pe celălalt plan (respectiv pe celelalte) în figura , b, dreptele au proiecțiile verticale confundate Un caz particular celui anterior este acela în care dreptele sînt perpendiculare pe planul de proiecție respectiv, deci proiecția lor pe acest plan se reduce la un punct (fig , c) Pentru ca două drepte de profil să fie paralele, este necesar să se facă proiecția pe planul lateral, deoarece proiecțiile orizontale și verticale ale tuturor dreptelor de profil sînt paralele Astfel, în figura , a sînt date două drepte de profil paralele, iar în figura , b, donă drepte de profil neparalele și neconcurente Dreptele conținute în plane de nivel sau de front, paralele cu unul din planele de proiecție, se proiectează pe celelalte două după segmente paralele Pentru a vedea dacă dreptele sînt paralele, este necesar să se execute proiecția acestora pe planele cu care dreptele sînt paralele, în figura sînt reprezentate două segmente de dreaptă orizontale în proiecție verticală și pe planul lateral, unde sînt paralele, lentiu a stabili dată ditp-tele sfnt sau nu paralele În spațiu, este necesar să se facă proiecția pe pianul orb zontal Două segmente în poziție frontală (fig ), dale în proi cție orizontală și pe planul lateral, de asemenea au proiecțiile pe planele respective para ele I entru a vedea dacă dreptele sînt sau nu paralele în spațiu se execută proiecta verticală Drepte neconcurente și necoplanare Două drepte oarecare din spațiu, în general, nu se intersectează și nu sînt paralele Dacă ele nu se întîlnesc în spațiu, înseamnă că, în epură, punctul de intersecție al proiecțiilor nu este pe aceeași linie de ordine (fig , a) In figura , b se prezintă epura a două drepte oarecare ale căror proiecții verticale sînt paralele Proiecția paralelă a dreptei O dreaptă poate fi proiectată oblic pe planele de proiecție după o direcție oarecare Δ Astfel, segmentul ab, ab' s-a proiectat W- ** - - ’ К ‘ \ a b Fig Drepte necoplanare Fig Proiecția a dreptei paralelă Fig Proiecția centrală a dreptei după direcția δ, δ' pe planul orizontal de proiecție în aobo (fig ), ducînd prin a, a și δ, b' paralele la δ, δ' pînă unde înțeapă planul orizontal de proiecție Pe planul vertical de proiecție același segment se proiectează în ducînd proiectantele paralele cu δ, δ' prin a, a și b, b' pînă înțeapă planul vertical de proiecție X' à ■- - t * / *· - ;· T Proiecția centrală a dreptei Se dă segmentul ab, a'b' și centrul de proiecție ω, ω' (fig ) Pentru a proiecta central dreapta pe planele de proiecție se proiectează două puncte ale dreptei, de exemplu a, a și b, b' Se duce proiectanta αω, a ω' și se determină urma orizontală a a acesteia și urma verticală αθ Pentru punctul b', b' se duce proiectanta δω, b'ω' și se determină urma orizontală b și urma verticală b'Q a proiectantei Proiecția centrală a segmentului este aobo pe planul orizontal de proiecție și a'Qb'O pe planul vertical de proiecție în general, se consideră proiecția dreptei pe planele de proiecție în diedrul I (în cazul de față planele de proiecție considerîndu-se opace Capitolul REPREZENTAREA PLANULUI EPURA PLANULUI Un plan poate fi definii prin trei puncte necolini are, o dreaptă și un punct exterior dreptei, două drepte paralele sau două drepte concurente (fig ) Dacă planul este complet determinat prin unul din aceste cazuri, înseamnă că se poate determina, cu ajutorul elementelor date, epura oricărei figuri cuprinse în plan Epura punctului situat într-un plan Fie dat un plan prin două drepte concurente D și Δ (fig ) și proiecția verticală in a unui punct M situat în acest plan Să se găsească proiecția orizontală a punctului Dacă atît punctul M, cît și dreapta D și Δ sînt situate în același plan, înseamnă că prin M se poate duce o dreaptă a planului care întîlnește dreptele D și Δ în două puncte Se construiește proiecția verticală a unei drepte oarecare ce trece prin m' și care întîlnește proiecția verticală a dreptei Δ în Г și a dreptei D în ' Cu linii de ordine din Г și ' se găsesc pe proiecția orizontală corespunzătoare dreptelor, proiecțiile orizontale și ale punctelor, prin care trece proiecția orizontală a dreptei, pe care se găsește punctul Cu linie de ordine din m' se obține, pe proiecția orizontală a dreptei , proiecția orizontală m a punctului Prin urmare M [D, Δ] => e Δ, ^ ), M e La fel se poate găsi proiecția de un nume a unei drepte, cînd se dă proiecția de nume contrar Epura unei drepte situate în plan Se consideră un plan dat prin două drepte paralele L și D (fig ) și se propune construirea unei orizontale și a unei frontale a acestui plan Dacă orizontala și frontala sînt conținute în același o b c Fig , , Elemente care definesc planul Fig Punct situat în plan Fig Drepte situate în plan plan cu dreptele paralele care definesc planul, ele vor întîlni aceste drepte în cîte doua puncte Cunoscînd proiecția de un nume a unei drepte, rezultă proiecția de nume contrar prin linii de ordine din punctele de concurență cu dreptele paralele, într-adevar, dreptele Dl și D sînt intersectate de orizontala Δί în punctele L și I', ' ; proiecția verticală δ' a orizontalei intersectează proiecția verticală ¿ în ' și proiecția d[ în ', de unde, cu linii de ordine, pe proiecțiile orizontale ale dreptelor se obțin proiecțiile orizontale ale puncteLr și , prin care trece proiecția orizontală a orizontalei Frontala Δ are proiecția orizontală δ paralelă cu Ox și intersectează proiecțiile orizontale ale dreptelor paralele dx și d în punctele și , din care, cu linii de ordine pe proiecțiile verticale corespunzătoare, rezultă punctele ' și ' prin care trece proiecția verticală a frontalei Frontala Δ și orizontala Δχ sînt concurente în punctul I (i, i'), dreptele fiind situate în același plan Poziția relativă a punctului față de plan Se consideră dat un plan prin două drepte concurente D și Δ și un punct M exterior planului (fig ) Să se verifice dacă acest punct este situat deasupra planului sau sub planul dat Pentru rezolvarea pr blemei se duce prin punctul M o verticală, se determină punctul de intersecție al verticalei cu planul dat prin cele două drepte concu- rente și apoi se compară cotele celor două puncte, în figura s-a dus verticala Z (z, z') prin punctul M (m, m') Proiecția orizontală z a verticalei este confundată cu proiecția orizontală m a punctului, iar proiecția verticală z' a verticalei este perpendiculară pe Ox Se duce apoi o dreaptă a planului prin , care întîlnește proiecțiile orizontale ale dreptelor în punctele și , ale căror proiecții verticale se obțin cu linii de ordine, pe proiecțiile verticale corespunzătoare ale dreptelor date Proiecția verticală Г— ' a dreptei planului dusă prin verticală o intersectează (pe aceasta) în punctul N (n, n'), care este punctul de intersecție al verticalei cu planul, Cota punctului dat M este mai mare decît cota punctului N, ceea ce înseamnă că punctul Л este situat deasupra planului dat tutui față de plan — Reprezentări geometrice $ desen tehnic — cd ΓΛ’ · Se observă că, th cazul cînd planul oste definii ргіпіг-о dreaptă și un punct exterior, problema se reduce la cele aratale anterior, și anume, prin punctul dai se duce o paralelă la dreapta dală sau o dreaptă concurentă cu dreapta dată Dc asemenea, în cazul unui plan definit prin trei puncte necoliniare, prin două puncte se poate duce o dreaptă, iar prin al treilea purici, o dreaptă paralelă sau o dreaptă concurentă cu dreapta dată Kcprczentnren planului cu ajutorul urinelor acestuia Reprezentarea planului prin două drepte paralele sau prin două drepte concurente (celelalte două cazuri putînd fi reduse la acestea) are dezavantajul că nu este suficient de sugestivă (nu arată suficient dc sugestiv poziția planului față dc planele de proiecție H V și W) Acest neajuns poate fi înlăturat prin reprezentarea In epura a planului ru ajutorul urmelor planului, acestea fiind dreptele de intersecție ale planului cu planele de proiecție în figura ,a planul P intersectează planul orizontal de proiecție după o dreaptă notată cu P, care are proiecția orizontală confundată cu dreapta, iar proiecția verticală pe linia de pămînt ; dreapta P se numește urma orizontală a planului Același plan P intersectează planul vertical de proiecție după o dreaptă notată cu Pj care are proiecția verticală confundată cu dreapta, iar proiecția orizontală pe linia de pămînt ; dreapta P' se numește urma verticală a planului Planul P intersectează planul lateral de proiecție după o dreaptă notată cu P", conținută în planul lateral de proiecție, care are proiecția laterală confundată cu dreapta, iar proiecția orizontală și verticală pe axa secundară Oz ; dreapta P" se numește urma laterală a planului Urmele planului sînt deci drepte situate în planele de proiecție : urma orizontală este o orizontală de cotă zero, urma verticală este o frontală de depărtare zero, urma laterală este o dreaptă de profil de depărtare zero, adică : p e [H], P' e [V], P" e [W] Planul P întîlnește linia de pămînt într-un punct care se notează cu Px Linia •de pămînt fiind la intersecția planului Ha cu planul Vs, punctul Px se găsește la intersecția urmelor P și P' ale planului în mod analog rezultă că Pz este la intersecția urmelor P' și P" pe Oz, iar Py la intersecția urmelor P și P" pe Oy ’·- H X *y ·: y * e ' j· · J i Ι&Ι'Ή» V’lg Urinele planului α Fig Dreaptă situată într-un plan dat prin urme În epură, urinele planului sini reprezentate ca în figura , b în generalii rinele orizontală și verticală sînt suficiente pentru rezolvarea problemelor Urma laterală se folosește atunci cînd prin proiecția pe planul lateral de proiecție se obține o simplificare Dreaptă conținută în pian O dreaptă este situată într-un plan atunci cînd toate punctele dreptei aparțin planului Urmele dreptei aparțin, de asemenea, planului P, însă acestea aparțin și planului vertical, respectiv orizontal de proiecție, astfel că vor trebui să fie pe dreptele lor de intersecție, adică pe urmele planului Prin urmare, pentru ca o dreaptă D să aparțină unui plan P dat prin urmele sale, este necesar și suficient ca urmele dreptei să se afle pe urmele de același fel ale planului în figura , a este reprezentată dreapta D situatăîn planul P, avînd urmele pe urmele corespunzătoare ale planului, iar în figura , b, epura aceleiași drepte Se observă că urma orizontală a dreptei are proiecția orizontală h pe urma orizontală a planului (notată cu P), iar proiecția verticală h' pe linia de pămînt De asemenea urma verticală a dreptei are proiecția verticală ν' pe urma verticală P' a planului, iar proiecția orizontală pe linia de pămînt Urma laterală w" este pe P", iar celelalte două proiecții ale urmei laterale (ta, w') pe axa secundară, respectiv pe proiecțiile corespunzătoare ale dreptei Prin urmare : D e [P] => Λ e P, v' e P', w" e P" ele planului Se dă un plan determinat prin urmele sale PPXP și proiecția Determinarea proiecției unei drepte cînd se cunoaște cealaltă proiecție și urmele planului Se dă un plan determinat prin urmele sale PPXP' și proiecția de un nume a unei drepte D a planului ; se cere să se găsească proiecția de nume contrar (fig ) Fie dată proiecția orizontală d a dreptei planului Se știe că urmele dreptei trebuie să fie situate pe urmele corespunzătoare ale planului La intersecția proiecției orizontale d a dreptei cu urma orizontală P a planului se află proiecția orizontală li a urmei orizontale și cu linie de ordine, pe linia de pămînt, proiecția verticală h' a acesteia La intersecția proiecției orizontale d a dreptei, cu Ox se află proiecția orizontală v a urmei verticale a dieptti și, tu Unit dt oidi ut, pe urma verticală P' a planului, proiecția verticală ν' a acesteia Proiecția verticală a dreptei trece prin proiecțiile verticale i>‘ și h' ale urmelor dreptei D Deci : h * P, ν' s P' =* D [P] f îy Fig Determinarea uneia din proiecțiile dreptei situate in plan cînd se cunoaște cealaltă proiecție a dreptei și urmele planului Fig Urmele planului definit de două drepte concurente Se observă că planul este reprezentat prin urmele în diedrul T și că pentru punctele din celelalte diedre este necesar să se prelungească corespunzător urmele planului Urmele unui plan determinat prin două drepte concurente DY și D (fig ) Punctul de concurență al dreptelor date este I (i, i') Urmele planului trec prin urmele de același fel ale dreptelor Se reprezintă deci urmele hLh\ și ale dreptei D și urmele h h și v v ale dreptei D Urma orizontală P a planului va trece prin proiecțiile orizontale ale urmelor orizontale hi și h ale celor două drepte concurente, iar urma verticală P' prin proiecțiile verticale ale urmelor verticale uY și v ale celor două drepte Pentru verificare, urmele trebuie să se intersecteze pe linia de pămînt în Px Urmele unui plan definit printr-o dreaptă și un punct exterior Fie dată dreapta DY concurentă și punctul exterior M (fig ) Prin punctul M se poate duce o dreaptă (ca și la punctul ) sau paralelă cu dreapta dată Dreapta D dusă prin M, paralelă cu dreapta are proiecțiile de același fel paralele între ele Urmele planului P vor trece prin urmele corespunzătoare ale dreptelor Se reprezintă urmele hYh[ și ι\ι/γ ale dreptei D și urmele h h și v v ale dreptei D Urma orizontală a planului trece prin hY și ă , urma verticală prin v\ și v i cele două urme fiind concurente pe linia de pămînt Ox ·· t ( * Fig Urmele planului definit de o dreaptă și un punct exterior DREPTE PARTICULARE ALE PLANULUI , Toate orizontalele unui plan au proiecțiile orizontale paralele și toate frontalele unui plan au proiecțiile verticale paralele Orizontalele unui plan sînt intersecțiile unui plan cu mai multe plane paralele cu planul orizontal H Din Fig Orizon talele planului geometria in spațiu se știe că mai multe plane paralele intersectează un plan dat după drepte paralele și, ca urmare, orizontalele unui plan sînt paralele Deoarece două drepte paralele au proiecțiile paralele, proiecțiile orizontale ale orizontalelor vor fi paralele, ceea ce era de demonstrat Se consideră dat planul P definit prin două drepte concurente și D¿ (fig , ă) Pentru a reprezenta două orizontale ale planului în proiecție verticală, se duc două paralele la linia de pămînt Ox, d' și care intersectează dreptele Ί\ și D¿ în cîte două puncte : a'b' respectiv c'e', a căror proiecție orizontală se determină cu linii de ordine, pe proiecția orizontală corespunzătoare a dreptelor date, prin care vor trece proiecțiile orizontale ale orizontalelor Se demonstrează că aceste proiecții orizontale sînt paralele Pentru ca ab să fie paralelă cu ce este necesar ca triunghiurile iab și ice să fie asemenea, adică să existe proporția , \ : ia ib ac be ■; ■ ■ : : ■ ··■■ · -■'· ; ' Prin ipoteză, d^ este paralelă cu d'^, deci b'e' Mai multe drepte paralele taie pe două drepte, segmente proporționale, iar liniile de ordine aa , bb' etc fiind perpendiculare pe linia de pămînt sînt paralele și atunci : i'a' ac i'b' b'e' - = și —— = - ia ac ib be Schimbînd însă mezii între ei, în fiecare proporție, se obține : i'a' ia i'b' ib — $ ■ = a'c' ac ’ b'e' be și, prin urmare, proiecțiile orizontale ale orizontalelor sînt pai alele în mod analog se demonstrează și că proiecțiile verticale ale frontalelor sînt paralele Fig П Frontala planului Dreptele particulare ale planului sînt : orizontala planului, frontala planului, dreapta de profil a planului și linia de cea mai mare pantă față de planul orizontal de proiecție H sau față de planul vertical de proiecție V Orizontala planului Orizontala planului este o dreaptă situată în planul P și paralelă cu planul orizontal de proiecție (fig , ă) Proiecția verticală ' a orizontalei este paralelă cu axa Ox, urma verticală a acesteia este pe urma verticală a planului, iar proiecția orizontală d a orizontalei este paralelă cu urma orizontală P a planului (urmă care de altfel este o orizontală de cotă zero) Urma orizontală a orizontalei este la infinit D e [P] ; d' II Ox -, d \\ P ; ν' P' · - · - ' - ¡SS S - Frontala planului Frontala planului este o dreaptă paralelă cu planul vertical de proiecție și conținută în planul dat Ea are proiecția orizontală paralelă cu Ox, iar proiecția verticală paralelă cu urma verticală P' a planului în figura , a este dat un plan prin două drepte paralele și D> O frontală a planului D¿ are proiecția orizontală paralelă cu linia de pămînt și întîl-nește dreptele DL și D ¿ în punctele , respectiv , ale căror proiecții verticale se obțin cu linie de ordine pe proiecțiile verticale d{ și d' Proiecția verticală a frontalei d'z trece prin ' și ' Un plan oarecare P, dat prin urmele sale, este reprezentat în figura b O frontală D a planului are proiecția orizontală d paralelă cu Ox, urma orizontală pe ur a orizontală a planului și proiecția verticală paralelă cu urma verticală Altfel spus : De [P] ; ü Ox ; d' | P' ; h^P Urma verticală a frontalei este la infinit Frontala mai poate fi considerată dreapta de front și un plan oarecare P : | P] Q [F]=-= D, intersecție dintre un plan de Dreapta dc profil Dreapta de profil a planului este o dreaptă paralelă cu W și situată In planul oarecare P, În figura este dat planul oarecare Q prin urmele sale Dreapta J) es Ui paralelă cu planul [VV|, are proiecția orizontală și verticală perpendiculară pe Οχ, proiecția laterală paralelă cu urma laterală a planului și urmele pe urmele corespunzătoare ale planului Urma laterală este la infinit Altfel spus : D||[W] ; []) e [Q d'±Ox ; d"HQ" ; / e= Q ; y' e Q' • , Linia de cea mai mare pantă îa(ă de planul orizontal de proiecție Linia de cea mai mare pantă față de planul () a unui plan oarecare P, este dreapta care face unghiul cel mai mare posibil între planele P și Q Un plan oarecare este raportat la planul orizontal dc proiecție H sau la planul vertical V Ca urmare, există pentru același plan, linie de cea mai mare pantă față de planul orizontal de proiecție și linie de cea mai mare pantă față de planul vertical de proiecție Linia de cea mai mare pantă față de planul orizontal de proiecție este o dreapta perpendiculară pe toate orizontalele planului și, deci, și pe proiecția orizontală a urmei orizontale P a planului Fiind conținută în planul P, această dreaptă va avea urmele pe urmele planului Linia de cea mai mare pantă față de planul orizontal de proiecție măsoară între ea și proiecția ei pe planul orizontal de proiecție cel mai mare unghi (fig , a) Se consideră două puncte situate în planul P, unul din puncte fiind p, P (situat și în planul V), altul HL (situat și în planul H) Notînd cu aL unghiul dintre и'Н к și vHl (fig , a), se poate scrie У Fig Dreapta de profil a pla- nului a cărei valoare maximă se obține cînd numitorul este minim, adică atunci cînd este perpendiculară pe urma orizontală P Linia de cea mai mare pantă față de planul orizontal de proiecție determină singură planul care o conține b a Fig 'Linia de cea mal mare pantă față ide planul H Fig Unghiul diedra dintre planele P și Η Se presupune dată dreapta îxp , din figura , b și se propune sá se reprezinte urmele planului Orma orizontală P a planului trece prin urma orizontală hl a dreptei, și este perpendiculară pe proiecția orizontală a acesteia, intersectînd axa Ox în Px Urma verticală a planului trece prin Pr și prin a¡ Linia de cea mai marc pantă față de planul H măsoară între ea și proiecția ei pe planul orizontal, unghiul diedru dintre planul II și planul P Planul P și planul H formează în spațiu un unghi diedru a cărui muchie este dreapta lor de intersecție (urma orizontală a planului) Unghiul lor diedru se măsoară cu unghiul plan corespunzător format din două drepte perpendiculare pe urma orizontală P a planului, dintre care una este conținută în planul P și alta în planul H Aceste drepte sînt D, linia de cea mai mare pantă (fig , b) și proiecția sa cl pe planul orizontal, concurente în h, care este proiecția orizontală a urmei orizontale a dreptei Se observă că unghiul a din figura , a este unul din unghiurile triunghiului dreptunghic hvu, la care se cunosc ambele catete (una din catete este cota urmei verticale uv', cealaltă este proiecția orizontală a dreptei /m) și deci se poate construi triunghiul, cu unghiul drept în v (fig , a și b) Cunoașterea liniei de cea mai mare pantă are importanță în practica inginerească, astfel : o bilă sau un corp se rostogolește sau alunecă pe un plan înclinat după direcția liniei de cea mai mare pantă ; lichidele se scurg la fel după această linie La construirea căilor de comunicații terestre cu deeli vitate în lung și pantă transversală se ține, de asemenea, seama de linia de cea mai mare pantă, după care apa se scurge de pe platformă, pentru ca aceasta să nu depășească limita rezistenței la eroziune a solului, iar în cazul cînd se depășește, să se ia măsuri corespunzătoare de consolidare Linia de cea mai mare pantă față de planul vertical de proiecție Este dreapta planului care face unghiul cel mai mare cu planul vertical de proiecție, fiind perpendiculară pe toate frontalele planului, inclusiv pe urma verticală Pf a planului Și în acest caz, linia de cea mai mare pantă determină complet planul care o conține (fig, ) De asemenea, linia de cea mai mare pantă față de planul vertical de proiecție măsoară între ea și proiecția ei pe planul vertical de proiecție, unghiul diedru dintre planele P și V Condiția necesară și suficientă pentru ca un punct să aparțină planului, este ca acesta să fie situat pe o dreaptă a planului (l'ig , b) în felul acesta, cunoscîndu-se una din proiecțiile punctului, proiecția de nume contrar, rezultă î ut r· adevăr, cu uose î ud planul P dat prin urmele sale și proiecția verticală m' a unui punct care aparține planului P, prin M se duce o dreaptă a planului, de exemplu o ori- Fig Linia de cea mai mare pantă față de planul V zontala, care are cota egală cu a punctului Л/, adică (Γ va trece prin m' Urma verticală a acestei drepte va fi pe urma verticală a planului (notată cu P') (d' e o * - ' w — - *- —w V* - * r — ■ ^ · Fig Plan de front Fig Plan de profil dreaptă a planului de profil are proiecția orizontală și verticală pe urmele planului, iar cea pe planul lateral poate fi oricum, în funcție de poziția dreptei în plan De asemenea, un punct conținut în plan are proiecția orizontală și verticală pe urmele planului, iar proiecția pe planul lateral poate fi oriunde Un plan de profil este determinat cînd i se cunoaște abscisa » « ~ * · * · · - * · Г f * *| * · Planul proiectant față de planul orizontal de proiecție (planul vertical — fig ) are urma verticală și urma pe planul lateral W perpendiculare pe linia de pămînt, iar urma orizontală formează cu planul vertical, respectiv cu planul lateral, unghiurile β și γ, care se proiectează în adevărată mărime figură conținută în planul vertical de proiecție se proiectează pe planul orizontal pe urma planului, iar pe planul vertical și lateral în funcție de poziția figurii în plan se află la intersecția urmelor orizontale ale planelor, iar proiecția verticală a dreptei de intersecție trece prin și este paralelă cu P' Un plan de capăt P se intersectează cu un plan de nivel A (fig , b) după dreapta de capăt Dp iar un plan de capăt cu un plan de front, după frontala D , care are proiecția orizontală d pe urma orizontală F a planului de front, proiecția verticală d' pe urma verticală P' a planului de capăt Planul vertical P (fig , c) se intersectează cu planul de front F după verticala d , d Același plan vertical P s orizontala care are proiecția nivel și proiecția orizontală pe urma orizontală P a planului vertical Intersecția a două plane oarecare date prin urmele planelor este o dreaptă care are urmele pe urmele ambelor plane, deci la intersecția lor în cazul cînd urmele se intersectează în cadrul epurei, problema se prezintă ca în figura , a și b, și anume : la intersecția urmelor orizontale se află proiecția orizontală h a urmei orizontale a dreptei de intersecție, proiecția sa verticală У fiind pe linia de pămînt De asemenea, la intersecția urmelor verticale ale planelor se află proiecția verticală v' a urmei verticale a dreptei de intersecție, a cărei proiecție orizontală v este pe linia de pămînt Dreapta de intersecție a planelor P Fig, , , Intersecția a două plane oarecare Fig Intersecția a două plane cînd urmele nu se intersectează in epură Dreapta de intersecție a două plane ale căror urme nu se întîlnesc In cadrul epurei se găsește cu ajutorul unui plan auxiliar, de nivel sau de front, care intersectează fiecare din planele date după cîte o orizontală sau frontală, la intersecția cărora se află un punct comun celor trei plane, deci pe dreapta lor de intersecție în figura , a s-au reprezentat două plane P și Q ale căror urme verticale nu se intersectează în cadrul epurei Cu ajutorul planului auxiliar de nivel V s-au găsit orizontalele Dx și D ¿ după care planul de nivel intersectează fiecare din planele date și, la intersecția lor, punctul comun, i, i' Celălalt punct al dreptei de intersecție Δ este urma orizontală hh' a acesteia, care se găsește la intersecția urmelor orizontale P și Q ale planelor date Dreapta de intersecție a două plane ale căror urme nu se intersectează In cadrul epurei se găsește cu ajutorul a două plane auxiliare, de nivel sau de front (fig , b) Planul de nivel N' intersectează planul P după orizontala dl d' } iar planul Q după orizontala d , d' , avînd punctul z, i' comun, deci pe dreapta lor de intersecție De asemenea, planul frontal F intersectează planul P după frontala iar planul Q, după frontala d , d$ cu punctul comun k, k' Dreapta de intersecție a planelor este z/c, ikr Dreapta de intersecție a două plane se găsește ușor și in cazul cind urmele nu se intersectează în cadrul diedrului I, avînd urmele pe urmele planelor Astfel, fiind date planele oarecare P și Q din figura , a, se prelungesc urmele orizontale Fig intersecții cu plane in afara diedrului I ng Intersecția a două plane definite de două drepte concurente și două drepte paralele ale planelor pînă se intersectează în /z, iar urmele verticale pînă se intersectează în z/, dreapta de intersecție fiind Δ La fel se intersectează planul de capăt P cu planul vertical () (fig , ), dreapta de intersecție Δ avînd proiecția orizontală δ pe urma orizontală Q a planului vertical, iar proiecția verticală pe urma verticală P' a planului de capăt Dreapta de intersecție a două plane date prin două drepte concurente sau paralele se poate construi cu ajutorul a două plane auxiliare, fără a construi urmele planelor (fig ) Fie dat un plan P prin dreptele Dx și D , concurente în punctul , și alt plan Px, prin dreptele paralele Z) și D Intersectînd ambile plane cu planul de nivel N acesta dă, ca dreaptă de intersecție cu fiecare plan, cîte o orizontală și Δ a căror proiecție verticală este confundată cu urma verticală a planului, iar proiecția orizontală se află coborînd linii de ordine din punctele de intersecție Γ, ', respectiv, ', ' din proiecția verticală La intersecția proiecțiilor orizontale ale orizontalelelor L și δ se găsește un punct comun m al celor două plane, care se ridică în proiecție verticală în rn Acesta este un punct al dreptei de intersecție Celălalt punct al dreptei de intersecție se găsește analog cu ajutorul unui al doilea plan de nivel N , sau cu un plan de front Intersecția a două plane care taie linia de pămînt în același punct (fig , a) se găsește cunoscînd că Px = Qx este un punct al dreptei de intersecție, iar celălalt punct se găsește cu ajutorul unui plan auxiliar, de exemplu, de nivel, care intersectează fiecare plan după cîte o zontale se intersectează în punctul căutat i tată este JP i P i · în general, A plan intersectează ambele plane bisectoare Dreapta de intersecție dintre un plan si planele bisectoare se găsește ușor, cunoscînd ca unul din puneți, este Pz, iar celălalt punct este la intersecția unei drepte a planului cu planele bisectoare în figura , b, avînd dat planul P se ia o dreapta a planului d d Punctele de intersecție ale acestei drepte cu planele bisectoare suit ι, i țB,l și k, k' (Bsî), primul construit cu ajutorul unei drepte simetrice in rapoit cu (λι Punctele i, І și k, k’ sînt cuprinse atît în planul / , cit și in planele bisectoaie, deci sînt pe dreptele lor de intersecție Dreapta de intersecție a planului P cu B ( tersecție a planului P cu Bn — Biv este nlnMlll nvî ,i Aeh k Intersecția dintre un plan oarecare șt un plan astai l iai ui ax a este> dttu t de un punct M și linia de pămînt Un punct comun al planului axial și al pia orizontală, ale căror proiecții on-i Dreapta de intersecție căn- ește Δυ iar dreapta de i li- - Reprezentări geometrice și desen tehnic - cd Fig Intersecția a două plane care se intersectează intr-un punct comun pe linia de pămînt nuluì P este Px Intersecția unui plan de nivel cu planul P dă o orizontală (fig ), iar cu planul axial o frontoorizontală La intersecția proiecției orizontale a acestora se află al doilea punct al dreptei de intersecție L f Dreapta de intersecție trece prin Pxi — Pxi' și este Δ Dreapta de intersecție a două plane date prin linia de cea mai mare pantă fată de cite unul din planele de proiecție Fie P planul definit prin F d[ linia de cea mai mare pantă față de planul vertical de proiecție, și Q planul definit de d , d' , linia de cea mai mare pantă față de planul orizontal de proiecție (fig ) Se propune construirea dreptei lor de intersecție fără a se construi urmele planului Se știe că un plan de nivel intersectează un plan oarecare după o orizontală, iar un plan de front după o frontală Intersectînd planul P cu un plan de front, proiecțiile frontalei sînt determinate (proiecția orizontală pe urma planului, cea verticală prin , P și perpendiculară pe d¡) Pentru planul Q însă, frontala nu este determinată Cazul invers este acela în care planele sînt secționate cu un plan de nivel Pentru rezolvarea problemei se secționează în prealabil planul P cu un plan de front F, găsindu-se frontala δ, δ și avînd astfel planul P determinat prin două drepte concurente și Δ Intersectînd în continuare planele date cu planele de nivel și îV , proiecțiile acestora sînt determinate : la intersecțiile proiecțiilor orizontale ale orizontalelor Aj și A se găsește un punct ni : proiecția lui verticală m' este pe Cu ajutorul unui al doilea plan de nivel Λ se găsește punctul η, n Dreapta de intersecție este mm n/n intersecția a două plane ale căror urme de nume contrar coincid Fie date pla~ nele P și Q, astfel că Px = Qx, P = Q', P' = Q (fig ) Se știe ca unul din punctele de pe dreapta de intersecție a planelor va fi p = Qx, Pentru al doilea punct de intersecție se reprezintă dreapta Df situată Intersecția celor două drepte este în M, punct prin care trece dreapta A de în planul P și dreapta D situată în planul () intersecție a planelor intersecția unui plan axial cu un plan paralel cu linia de pămînt Fi planul P, P' paralel cu linia de pămînt și planul axial definit de punctul m m‘ Se eaută* dreapta lor de intersecție Se știe că aceasta va ti o frontoorizontal; (fig, ), Fig Intersecția a doua plane care se intersectează intr-un punct comun pe linia de pămînt nului P este Px Intersecția unui plan de nivel cu planul P dă o orizontală (fig ), iar cu planul axial o frontoorizontală La intersecția proiecției orizontale a acestora se află al doilea punct al dreptei de intersecție i І Dreapta de intersecție trece prin PJ — Pxi' și este Δ Dreapta de intersecție a două plane date prin linia de cea mai mare panta față de cîte unul din planele de proiecție Fie P planul definit prin căutînd dreapta de intersecție hv, h'v dintre planul P și planul F, la intersecția căreia cu dreapta dată, în proiecție verticală se găsește τη', iar cu linie de ordine zn, proiecția orizontală a punctului căutat Planul P paralel cu axa Ox fiind totodată proiectant față de planul lateral W, punctul de intersecție se poate găsi și în această proiecție, la intersecția lui a" b" cu P" în figură sînt reprezentate ambele metode Intersecția unei drepte cu un plan axial (fig , e) se găsește cu ajutorul unor plane auxiliare, astfel : se dă dreapta ¿ , d' și planul axial P, P', definit prin punctul m, in și P = P' (linia de pămînt) Se duce prin d, d' un plan proiectant R, R' de exemplu față de planul vertical de proiecție Acesta se intersectează cu planul P după o dreaptă ce trece prin Ox a cărei proiecție verticală d este confundată cu urma planului R, respectiv cu proiecția verticală d' Dreapta d în proiecție orizontală trece prin Rx Cu ajutorul planului de nivel N dus prin zn, in' se găsește dreapta de intersecție a acestuia cu planul P — frontoorizontala dly d\ — precum și dreapta de intersecție cu planul R — dreapta de capăt d , d Cele două drepte și D se intersectează în punctul n, n', care este al doilea punct al dreptei d (pe lîngă Ox) La intersecția lui d cu d se află proiecția orizontală i a punctului de intersecție al dreptei d, d' cu planul axial P, iar cu o linie de ordine, pe proiecția verticală corespunzătoare, se află z', proiecția verticală a punctului căutat Acest lucru se poate obține și direct, proiectînd dreapta și planul axial pe planul lateral de proiecție, știind că planul axial este proiectant față de W, iar punctul de intersecție al dreptei în această proiecție se găsește pe urma P' a planului Intersecția unei drepte de profil cu un plan oarecare (fig ) Se dă dreapta de profil ab, ab' și planul P prin urmele sale Se cere punctul dc intersecție dintre dreaptă și plan Ducînd un plan proiectant Q prin dreaptă — în cazul de față un plan dublu proiectant, adică de profil — acesta intersectează planul dat P după o dreapta de profil lw, h'υ , coplanară cu ab, ab' Proiectînd pe planul lateral cele doua Fig Intersecția unui plan oarecare cu o dreaptă de profil Fig Intersecția dreptei cu un plan dat prin două drepte paralele Q) se află punctul de ordine dreaptă oarecare si m un drepte (cea dată și cea de intersecție dintre planele P și a cărui proiecție orizontală și verticală rezultă din liniile W Determinarea punctului de intersecție dintre o plan dat prin două drepte paralele sau concurente, fără a se construi urmele planului (fig ) Fie date, de exemplu, dreptele paralele și δ , care defínese planul P, și o dreaptă d, d' Pentru a afla punctul de intersecție dintre planul definit prin cele două drepte paralele și dreapta D, se trasează prin D un plan auxiliar proiectant față de unul din planele de proiecție, de exemplu, planul R față de planul orizontal Se caută dreapta de intersecție dintre planul auxiliar R și planul definit de dreptele și A în cazul planului proiectant dreapta de intersecție în proiecția pe planul respectiv se află pe urma planului R (trece prin și ), respectiv în proiecția verticală prin Г și ', obținute din proiecția orizontală (la intersecția urmei R cu Aj și A ) cu linii de ordine Dreapta de intersecție a planelor — , Г — ' întîlnește dreapta D în punctul m, m , care este punctul căutat Rezolvarea problemei este aceeași și în cazul unui plan dat prin dcuă drepte concurente Intersecția dintre o dreaptă și un plan oarecare, prin proiecție centrală Proiecția conică a unei drepte este tot o dreaptă, definită prin proiecția a două puncte, din care unul poate fi urma dreptei Considerînd figura a în care s-a dat planul P și dreapta D și un plan oarecare Q și luînd un centru de proiecție C în acest plan, punctele din plan se proiectează pe dreapta de intersecție dintre cele două plane, deci și punctul de intersecție M al dreptei D cu planul Q Pentru a găsi proiecția dreptei D, unul din puncte este Λ nuna oiizontală a dreptei Se proiectează și punctul A în a, obținîndu-se astici proiecția ha a dreptei D pe planul P din centrul C Punctul de intersecție al dieptei tu planul se găsește la intersecția proiecției dreptei ha cu urma planului (? iu m în epură (fig , b) se consideră dat planul PPAP Pr*u uvmele sale și dreapta D prin proiecțiile sale d, d' Centrul de proiecție C se ia iu planul P, respectiv în planul vertical de proiecție Urma orizontală a dieplti D tstt hh Se proiectează central prin C încă un punct al dropiei, de exemplu a, a , gasiudu se Fig Intersecția dreptei cu planul utilizînd proiecția centrală și urmele acestei proiectante hai h'a Proiecția centrală a punctului de intersecție al dreptei d, d' cu planul P este la intersecția proiecției dreptei hha cu urma orizontală a planului, adică P în mv Unindu-se mL cu C se obține pe d proiecția orizontală a punctului de intersecție m și, cu linie de ordine, proiecția verticală m Intersecția dintre o dreaptă și un plan prin proiecția paralelă (fig a) este cazul cînd centrul de proiecție C este aruncat la infinit Pentru a afla proiecția paralelă a unei drepte se proiectează două puncte ale ei, din care unul poate fi urma h (proiecția proprie), celălalt este punctul A, proiectat paralel cu direcția dată Δ Și în acest caz punctul de intersecție al dreptei D cu planul Q este la intersecția urmei planului cu proiecția dreptei, în m în epură (fig , b) s-a considerat planul PPXP' dat prin urmele sale și dreapta d d' Se ia o direcție Δ de proiectare frontală (paralelă cu frontalele planului) Urma dreptei hii este propria proiecție Se mai ia un punct a, a care se proiectează frontal pe planul H în ha, h'a Proiecția paralelă cu planul P a dreptei d d' este hha Punctul de intersecție al dreptei d, d' cu planul P se proiectează paralel în ml pe urma orizontală a planului P Revenind din proiecția paralelă, se găsește proiecția orizontală și verticală a acestui punct în m, m u Fig Intersecția dreptei ou planul ultillzînd proiecția paralelă Fig intersecția unei drepte cu o placă opaca Intersecția dinne o dreaptă și о placò triunghiularii Fie dal triunghiul / /И,’din figura prin proiecțiile vîrfurilor și o dreaptă (Г ; se cere sa se găsească punclul de intersecție al dreptei eu planul triunghiului, respectiv cu placa triunghiulară Aceasta este o problemă asemănătoare cu cea de la punclul Se caulă iutii dreapta de intersecție dintre planul auxiliar proiectant /? față de V dus prin d, d' In proiecția verticală acest plan intersectează laturile o'//, respectiv b'e în Г și \ dreapta de intersecție in proiecție verticală fiind /' ~ \ respectiv in proiecție orizontală — La intersecția proiecției orizontale d a dreptei date, cu dreapta de intersecție dintre planul plăcii triunghiulare și planul auxiliar se găsește punclul căutat m, ni' Dacă placa este opacă, este necesar să se vadă porțiunea vizibilă din dreapta în epură, atît in proiecție orizontală, cît și în proiecție verticală Proiectantele fiind paralele, se presupune că sînt privite de la infinit Din două puncte situate pe două drepte, care au proiecția orizontală confundată, este vizibil acela care are cota mai mare Presupunînd notația din figura și anume, proiecția orizontală a punctului de pe dreapta / C și a punctului de pe dreapta D se ridică o linie de ordine din = în ' pe ac și în ' pe d' Se observă că ' punctul de pe dreapta D are cota mai mică, deci va fi nevăzut în proiecție orizontală pînă în ni între ni și dreapta ab dreapta d este văzută în proiecție orizontală ca și în stinga punctului Porțiunea nevăzută se notează cu linie întreruptă în proiecție verticală se iau două puncte care au proiecțiile confundate : Г pe ab’ și ' pe d' Dintre aceste două puncte va fi vizibil acela care are depărtarea cea mai mare Coborînd o linie de ordine din Γ = ' în pe ab și în pe d se observă că depărtarea cea mai mare o are de pe latura ab, aceasta va fi vizibilă, deci în proiecție verticală dreapta este nevăzută pînă în ni și văzută din m' pînă la c b' Vizibilitatea dreptei în cele două proiecții este inversă Și aici se reprezintă cu linie întreruptă porțiunea de dreaptă nevăzută în cazul unui poligon oarecare, raționamentul este același Proiecția fetelor unei plăci triunghiulare Notarea și citirea vîrfurilor triunghiului s-a convenit a se face in sens direct (invers acelor de ceasornic) Fie triunghiul ABC din figura , a (care se mai poate citi BC t sau CAB) Același triunghi privit pe fața cealaltă se poate nota ACB (sau CBA ori BAC)· în epură (fig , a și b) este reprezentată proiecția orizontala și verticala a unui triunghi ABC și AJCC^ Interesează dacă acestea se proiectează cu aceeași față pe ambele plane de proiecție sau nu Pornind de la un punct, de exemplu a, a (fig , a) și citind proiecția orizontală și verticală a triunghiului, dacă în ambele proiecții vîrfurile se întîlnesc în ac eași ordine a, b, c și u * b У c triunghiul se pio-iectează cu aceeași față atît pe planul orizontal, cit și pe planul \orticai de pioiecție în cazul în care ordinea vîrfurilor triunghiului ditera, de exemplu triunghiul se proiectează pe planul orizontal de proiecție și pe planul xeitiial, pe fețe diferite Raționamentul este același in cazul oricărui poligon dat Fig Proiecția fețelor unei plăci Fig Reprezentarea figurilor triunghiulare plane Reprezentarea figurilor plane Se știe cã trei puncte necoliniare definesc un plan în cazul în care se dau patru puncte, acestea pot fi, sau nu, în același plan Dacă punctele sînt în același plan, de exemplu punctele A, B, C și D din figura , dreptele AC și BD sînt, de asemenea, în același plan și, ca urmare, punctul lor de intersecție z, i' este pe aceeași linie de ordine Cunoscînd acestea, se poate găsi cel de al patrulea punct într-o proiecție, în cazul figurilor plane, atunci cînd se dă proiecția de nume contrar Fie dată proiecția verticală a'b'c'd' a unui patrulater și proiecția orizontală aed (fig ) Se cere să se găsească proiecția orizontală a patrulaterului Se trasează diagonalele ac' și b'd' în proiecție verticală, concurente în i' Se duce și diagonala ac în proiecție orizontală, pe care, cu linie de ordine din Г de pe ac', respectiv b'd' se găsește z Proiecția orizontală b se va găsi pe diagonala di care se poate trasa la intersecția cu linia de ordine din b' Se observă că bL nu corespunde nefiind situat pe diagonala di Intersecția a două plăci plane Două plane se intersectează după o dreaptă O latură (o dreaptă) intersectează o față plană într-un punct Intersecția dintre două plăci triunghiulare se găsește căutînd punctele de intersecție ale laturilor unei plăci cu cealaltă placă Fie date plăcile ABC și MNP în epură (fig ) Se propune să se găsească dreapta lor de intersecție Se duce un plan auxiliar proiectant iată de V prin in n Acesta intersectează laturile ab și ac în , respectiv în Dreapta de intersecție dintre plan și placa ABC este — , — , iar punctul de intersecție dintie Afibf și triunghiul ABC este a, a' (la intersecția lui mn cu — ) Un alt plan auxiliar proiectant prin NP față de V intersectează laturile a c și b'c' în ', respectiv ' Dreapta de intersecție dintre acest plan proiectant și planul triunghiului ABC este dreapta — , ' — ', iar punctul de intersecție dintre latura NP și triunghiul ABC este β, β' (la intersecția lui пр eu — ) Vizibilitatea se află ușor, știindu-se că în proiecție orizontală din două puncta care au aceeași proiecție orizontală, este vizibil punctul care are cota cea mai mare, în proiecție verticală, din două puncte care au aceeași proiecție verticală, e vizibil acela care are depărtarea cea mai mare Cunoscîndu-se în proiecție orizontală punctul de pe dreapta mp și confundat cu el punctul de pe dreapta ac, Ί are cota mai mare, deci va fi vizibil în proiecție orizontală Ca urmare vor fi vizibile laturile ac și bc și invizibile laturile ma și ρβ între laturile ac și a, respectiv bc și β în proiecție verticală considerîndu-se punctul ' pe db' și ' pe m'n' confundate, cu o linie de ordine se găsesc proiecțiile orizontale corespunzătoare : pe ab, pe mn Depărtarea cea mai mare o are de pe latura ab, deci db' va fi vizibilă în proiecție verticală Restul segmentelor vizibile și invizibile rezultă din epură Intersecția a trei plane Se știe că două plane se intersectează după o dreaptă, în afară de cazul cînd nu sînt paralele, iar o dreaptă (de exemplu, dreapta de intersecție a două plane) cu un plan (al treilea), într-un punct, dacă nu sînt paralele Ca urmare, în general, trei plane se intersectează într-un punct, care poate fi găsit construind linia de intersecție a două plane și apoi punctul de intersecție al acestora cu al treilea plan, sau construind linia de intersecție a cîte două plane, la intersecția cărora se găsește punctul de intersecție al planelor în figura se consideră date planele P, Q și R, prin urmele lor Se cere să se afle punctul lor de intersecție Se caută întîi dreapta de intersecție Dl dintre planele P și Q cu urmele hjilt Vkvv Se intersectează apoi planele Q și R obțiuîudu-se dreapta de intersecție D , cu urmele /іа, /ia, Pa, Pa Dreptele Dl și Da se intersectează în punctul z, i', care este punctul de intersecție al planelor l\ Q și R DREPTE Șl PLANE PERPENDICULARE O dreaptă perpendiculară pe un plan este perpendiculara pe două drepte ale planului Dacă două drepte sînt perpendiculare, proiecțiile j/e un plan paralel cu una din ele sînt, la fel, perpendiculare Prin punctul de intersecție al dreptei perpendiculare cu planul se poate duce o orizontală și o frontală a planului Proiecțiile dreptei sînt, așadar, perpendiculare pe dreptele particulare, mai precis, proiecția orizontală a dreptei va fi perpendiculară pe proiecția orizontală a orizontalei, iar proiecția verticală a dreptei va fi perpendiculară pe proiecția verticală a frontalei Urma orizontală a planului este însă orizontala de cotă zero, iar urma verticală este frontala de depărtare zero Ca urmare, d va fi perpendiculară pe P, iar d' pe P' Dreaptă perpendiculară pe un plan Fie date planele P și Q (fig , a) care se intersectează după dreapta Δ, și dreapta D perpendiculară pe Q Dacă o dreaptă este perpendiculară pe un plan, ea este perpendiculară și pe dreapla de intersecție dintre planul dat și planul de proiecție (în cazul de față P) Dreapta D se proiectează după ah, care trebuie demonstrat că este perpendiculară pe Δ Punctele A, a, h determină un plan perpendicular pe planele P și Q, deoarece conțin cîte o dreaptă perpendiculară pe fiecare Ca urmare, acest plan va fi perpendicular și pe dreapta de intersecție dintre plane Pe de altă parte, Δ este perpendiculară pe planul A, a, h, deci și pe dreapta ah conținută în acest plan și care trece prin m Deci, o dreaptă este perpendiculară pe un plan dacă proiecțiile ei sînt perpendiculare pe urmele de același nume ale planului Reciproca este, de asemenea, adevărată : dacă proiecțiile unei drepte sînt perpendiculare pe urmele de același fel ale planului, dreapta este perpendiculară pe plan Fac excepție planele paralele cu axa Ox, la care toate dreptele de profil sînt perpendiculare pe urmele planului Pentru a vedea dacă dreapta este sau nu perpendiculară pe plan, se efectuează proiecția pe planul lateral atît a dreptei, cît și a planului Dacă în proiecția pe planul W, dreapta este perpendiculară pe urma laterală a planului, dreapta este perpendiculară și în spațiu pe plan, în caz contrar nu o b Fig, Dreaptă perpendiculară pe plan Fig Dreaptă perpendiculară pe un plan definit printr-o figură plană și prin drepte paralele Dreaptă care trece printr-un punct, perpendiculară pe un plan dat, Prin punctul ЛЛ dat prin proiecțiile sale zn, in să se construiască o dreaptă perpendiculară pe un plan dat în figura , b prin m se duce proiecția orizontală a dreptei d perpendiculară pe urma orizontală P a planului, iar în proiecție verticală, prin τη', proiecția verticală a dreptei, de asemenea perpendiculară pe urma verticală P' a planului dat Dreaptă perpendiculară pe un plan definit prin trei puncte în cazul în care nu se definește planul prin urme, dreapta perpendiculară pe un plan se construiește cu ajutorul unei orizontale sau al unei frontale Fie un plan, dat prin punctele ABC (fig , a) și punctul τη, in nesituat în plan Se propune să se ducă prin zn, τη o perpendiculară pe planul definit de cele trei puncte care va avea proiecția orizontală perpendiculară pe urma orizontală a planului și pe proiecția orizontală a tuturor orizontalelor Cu ajutorul unui plan auxiliar Ν' dus prin b', se află proiecția orizontală a orizontalei lb, ' b' Proiecția orizontală a perpendicularei din m va fi perpendiculară pe la Cu ajutorul unui plan de front F se găsește frontala — , ' — ' Din m se duce o perpendiculară pe ' — ' și, cu aceasta, problema este rezolvată Perpendiculara din M pe planul ABC este dreapta Δ Dacă planul este definit prin două drepte paralele D și D , sau concurente (fig , b), perpendiculara dusă într-un punct M pe planul definit de acestea, se construiește tot cu ajutorul unei orizontale D și al unei frontale D , respectiv prin intersecția planului dat cu un plan de nivel sau de front Plan perpendicular pe o dreaptă Fie dat punctul zn, m' și o dreaptă prin punctele A și В (fig ) Se propune să se ducă prin zn, m' un plan perpendicular pe dreaptă Punctul zn, τη' va aparține planului, adică va fi pe o dreaptă a acestuia O orizontală prin zn va avea proiecția orizontală paralelă cu urma planului, adică perpendiculară pe ab O frontală prin zn, zn va avea de asemenea, proiecția ver ticală paralelă cu urma P' a planului, adică perpendiculară pe ab' Frontala și orizontala definesc complet planul cerut Se observă că este suficient sa se construiască pei pendiculaia și numai cu ajutorul unei drepte : ducînd orizontala prin punctul zn, zn', proiecția orizontală a Fig Plan perpendicular pe o dreaptă саге trece printr-un punct dat Fig Plan perpendicular pe alt plan care trece printr-un punct dat acesteia trece prin m și este perpendiculară pe ab, iar la intersecția proiecției orizontale cu linia de pămînt se află proiecția orizontală v a urmei verticale a orizontalei și, cu linie de ordine, proiecția verticală v Urma verticală a planului P' trece prin v' și este perpendiculară pe a b' La intersecția cu linia de pămînt se obține punctul Px Proiecția orizontală a urmei orizontale a planului pornește din P^ și este perpendiculară pe ab Plane perpendiculare între ele Pentru ca două plane să fie perpendiculare între ele, este necesar și suficient ca unul din ele să conțină o dreaptă perpendiculară pe celălalt Fie dat planul P și punctul in, m' exterior planului Se propune să se ducă prin / un plan Q perpendicular pe planul dat (fig ) Conform celor arătate trebuie ca prin m, m' să se ducă o dreaptă perpendiculară, pe planul P Această dreaptă va trebui să fie totodată conținută în planul Q, adică să aibă urmele pe urmele planului Urma verticală a planului Q va trece prin ν', iar cea orizontală prin h După cum este și de așteptat, problema are o infinitate de soluții, deoarece printr-un punct dat se pot duce o infinitate de plane perpendiculare pe un plan dat Planul Q se fixează luînd încă un punct, care împreună cu d, d', definește planul și care poate fi pe Ox, respectiv chiar Qx Urma orizontală obținută astfel este hQxQ, iar cea ver* ticală Q:cQ' Toate planele proiectante care conțin dreapta d, d' răspund problemei Se observă că, în general, două plane perpendiculare nu au urmele de același fel perpendiculare G Plane proiectante față de planul orizontal de proiecție, perpendiculare între ele Planele P și Q formează un unghi diedru între ele (fig , a) Secționînd acest unghi cu un plan perpendicular pe muchia diedrului se obține unghiul plan corespunzător Planul II intersectează verticala d, d', muchia diedrului, perpendicular, ca urmare P și Q formează între ele unghiul diedru Planele fiind perpendiculare, acest unghi trebuie să fie drept în cazul în care planele sînt proiectante față de V, urmele verticale formează ° Plan oarecare perpendicular pe un plan proiectant Fie dat planul P, proiectant față de planul vertical de proiecție și un plan oarecare Q (fig , b) Pentru ca planul Q să fie perpendicular pe planul P este necesar să conțină o dreaptă perpendiculară pe acest plan Această dreaptă nu poate fi decît frontală, iar urma verticală a frontalei fiind paralelă cu Q' și perpendiculară pe P', rezultă că P' este perpendiculară pe Q' în cazul în care se dă numai planul proiectant și se cere să se construiască un plan perpendicular pe acesta, se duce de asemenea, o frontală, cu proiecția verticală perpendiculară pe P' Prin aceasta însă pot fi duse o infinitate de plane proiectante Pentru alegerea unuia din ele, se ia încă un punct, de exemplu Qx pe linia de pămînt (v punctul ) Plan perpendicular pe un plan dat, dus printr*o dreaptă Fie dat planul P prin urmele sale și dreapta d, d' prin proiecțiile sale (fig ) Se cere să se traseze prin cl, d' un plan Q perpendicular pe P Planul Q va trebui să conțină o dreaptă δχ Fig Perpendiculara din-tr-un punct pe o dreaptă Fig Plan perpendicular pe un alt plan și dus printr-o dreaptă dată — Reprezentări geometrice și desen tehnic — cd o b Fig Plane perpendiculare pe planele В/—ΒΠΙ și, respectiv, B/z—В tv ■ * IC ·'* · - »"* *** - "* T "■ Λ Λ β··, Л F /»« * *■ ^** * éÉ ·*» * r , z ’ r № Fig Transformarea unui plan oarecare în plan de nivel, prin schimbarea planelor de proiecție Fig , Distanța dintre două plane paralele, prin schimbarea planelor de proiecție Transformarea unui plan oarecare intr-un plan paralel cu unul din planele de proiecție Un plan oarecare poate fi adus paralel cu unul din planele de proiecție prin două schimbări de plane Printr-o schimbare de plan vertical de proiecție, de exemplu, se aduce planul în poziție de capăt, iar prin schimbarea planului orizontal de proiecție se aduce planul în poziție de nivel Fie dat planul PPXP' (fig ), care trebuie adus în poziție paralelă cu planul orizontal de proiecție Printr-o schimbare de plan vertical, luîndu-se OLzL perpendiculară pe urma orizontală P, se aduce planul în poziție de capăt Urma verticală se găsește cu ajutorul punctului v, v', respectiv vl p¡ Prin a doua schimbare de plan, de data aceasta a celui orizontal, se ia linia de pămînt O x paralelă cu P\ aducîndu-se planul în poziție de nivel Acest plan are o singură urmă, cea verticală P’ , cea orizontală fiind aruncată la infinit Determinarea distanței dintre două plane paralele in mărime adevărată, prin schimbare de plan Fie date două plane oarecare paralele între ele PPXP' și QQXQ' (fig ) Se știe că planele paralele au urmele de același fel paralele și că distanța dintre două plane paralele rezultă din epură în adevărată mărime, cînd planele paralele sînt proiectante față de unul din planele de proiecție Se efectuează o schimbare de plan orizontal de proiecție, astfel ca planele P și Q să devină proiectante față de planul orizontal de proiecție, luînd linia de pămînt ^ perpendiculară pe proiecțiile verticale ale urmelor verticale ale planelor P' și Q' Noua urmă orizontală a planelor se găsește cu ajutorul punctului h, h', hl h\, respectiv Plx și Qlx Distanța dintre planele P și Q este d, măsurată între urmele orizontale ale planei >r Perpendiculara dintr-un punct pe o dreaptă Unghiul drept se păstrează în proiecție atunci cînd una din drepte este paralelă cu unul din planele de proiecție Fie dat punctul m, m' și dreapta definită prin punctele a, a' și b, b' (fig ), Se cere să se ducă din m, m' o perpendiculară pe dreaptă Pentru a putea duce în epură o perpendiculara dintr-un punct pe o dreaptă, se aduce înlîi dreapta paralelă cu unul din planele de proiecție Printr-o m » iii Fig Perpendiculara dintr-un punct pe o dreaptă, prin schimbarea planelor de proiecție Fig Adevărata mărime a unghiului format do două drepte prin schimbarea planelor de proiecție schimbare de plan vertical de proiecție, se ia linia de pămînt ^ paralelă cu proiecția orizontală și se aduce dreapta in poziție frontală în cazul de față, depărtarea fiind zero, dreapta va fi conținuă în noul plan vertical După schimbarea planului vertical de proiecție și pentru punctul Л/, din z//j se duce o perpendiculară pe a[b[ în n[ Proiecția orizontală a punctului z\\ este în /ц, pe ab, găsit cu linie de ordine Perpendiculara căutată este т\п\, sau în sistemul inițial, știind că nL = n și mt = m, cu linie de ordine față de Ox se găsește punctul zi Perpendiculara din punct pe dreaptă este mn mn Adevărata mărime a acestui segment se poate determina cu o nouă schimbare de plan Determinarea adevăratei mărimi a unghiului dintre două drepte date prin proiecțiile lor Fi* date două drepte ) și A concurente în punctul M (fig ) Se cere să se găsească adevărata mărime a unghiului dintre acestea Un unghi oarecare se proiectează în adevărată mărime pe un plan, atunci cînd laturile sale sînt paralele cu planul respectiv Laturile unghiului determină un plan Pentru a aduce un plan paralel cu unul din planele de proiecție sînt necesare două schimbări de plane : în prima schimbare de plan, planul celor două laturi este adus proiectant față de planul V sau II și apoi, prin a doua schimbare de plan, este adus paralel cu planele II și V Se execută prima schimbare de plan vertical de proiecție, adueîndu-se planul determinat de dreptele d, a și δ, δζ în poziție de plan de capăt, cu ajutorul planului auxiliar de nivel N Acest plan intersectează planul laturilor unghiului după orizontala r/ă, abr Linia de pămînt Opr s-a luat perpendiculară pe proiecția orizontală ab a orizontalei ; urma-proiecție a planului trece prin m[ și а[ = ò' Fãcind о schimbare de plan orizontal, se ia linia de pămînt x paralelă cu urma-proiecție și se obține unghiul căutat a m b în adevărata mărime Distanta dintre două drepte paralele Distanța dintre două drepte paralele este măsurată de perpendiculara dintre ele Dacă dreptele sînt perpendiculare pe un plan de proiecție, distanța dintre ele se măsoară între urmele lor Fie date dreptele oarecare D și Δ (fig ), dreapta I) trecind prin punctele A și B, dreapta Δ prin punctul C și paralelă cu D Printr-o schimbare de plan vertical de proiecție se aduc dreptele în poziție frontală I)L și Δρ noua linie e pămînt fiind OpTp Prin a doua schimbare de plan (orizontal), luîndu-se noua linie de pămînt O x perpendiculară pe proiecțiile verticale ale dreptelor, acestea ajung în poziție verticală D , Aa Distanța dintre cele două drepte este a c Perpendiculara comună a două drepte oarecare sau distanța minimă dintre două drepte a fost dată în cazul general la capitolul Dacă una din drepte este perpendiculară pe un plan de proiecție, perpendiculara comună se determină imediat și în adevărată mărime Fie date dreptele Ali și CE necoplanare și neconcurente, prin proiecțiile ab, a' b', respectiv Fig Distanța dintre două drepte paralele, prin schimbarea planelor de proiecție ce, ce' (fig ) Se canta distanța dintre ele en ajutorul schimbării planelor de proiecție Printr-o schimbare dc plan vertical se aduce dreapta ce, c'e în poziție frontală Prin a doua schimbare de plan, dc data aceasta orizontal, se aduce aceeași dreaptă perpendiculară pe planul orizont al de proiecție Se știe că în acest caz, segmentul de perpendiculară comună se măsoară între piciorul perpendicularei (normala pe planul de proiecție) și cealaltă dreaptă Din c = e — piciorul perpendicularei — se duce o perpendiculară pe a b în n : cu linie de ordine se găsește n , pe proiecția de nume contrar a b Dreapta c e , c e fiind verticală, perpendiculara pe ea este orizontală Ducînd din n o paralelă la O x se găsește punctul m pe c c¡, a cărui proiecție orizontală m este confundată în piciorul perpendicularei Cunoscîn-du-se proiecțiile m n f m n se revine în sistemul inițial de proiecție Ox, prin ^ Se observă că m n , m n este în poziție de nivel, adevărata mărime a segmentului fiind m n Suprimarea liniei de pămînt la schimbarea planelor de proiecție La schimbarea planelor de proiecție, luînd plane paralele cu planele date, cele două proiecții ale unei figuri nu se schimbă, în cazul cînd se dau cele două proiecții ale unei figuri și liniile de ordine ce unesc punctele corespunzătoare și care sînt paralele între ele, se consideră figura determinată, chiar dacă nu se dă linia de pămînt, care este dealtfel, perpendiculară pe liniile de ordine Schimbarea planelor de proiecție se poate face și în acest caz raportîndu-se cotele sau depărtările la un punct Fie dat triunghiul abc, a' b'c (fig ) Se propune o schimbare de plan vertical de proiecție Pentru aceasta se consideră direcția noilor linii de ordine aa pe care a[ a fost luat arbitrar ; noile linii de ordine din b și c vor fi paralele cu ааг Cotele punctelor b și c se iau în raport cu cotele punctului a Astfel din a' se duce o perpendiculară pe liniile de ordine, de la care se măsoară cotele inițiale Din se duce, de asemenea, o perpendiculară pe noile linii de ordine, de la care se măsoară cotele, care în schimbarea planului vertical de proiecție se păstrează în cazul cînd se face schimbarea planului orizontal de proiecție, problema se rezolvă asemănător Fig Perpendiculara comună a două drepte, prin schimba- rea planelor de proiecție Fig, , Suprimarea liniei de pămînt la schimbarea planelor de proiecție ROTAȚIA C figură sau un corp pol fi aduse în poziție particulară față de planele de pro-lecție și prin rotație în acest caz se dă corpului o mișcare de rotație în jurul unei axe convenabil alese, dc obicei perpendiculară pe unul din planele de proiecție, pîna ajunge în poziția dori tă Se observă că, în acest caz, planele de proiecție răni în neschimbate Problema care se pune în cazul rotației este de a găsi proiecțiile rotite cu un unghi dat a ale unei figuri, fiind date proiecțiile descriptive ale acesteia în timpul rotației în jurul unei axe fiecare punct al corpului descrie un arc de cerc de rază egală cu distanța punctului față de axă Planul acestui cerc este perpendicular pe axă Centrul cercului este pe axă și toate punctele se rotesc cu același unghi și în același sens Cel mai des se utilizează două feluri de rotație : rotația de nivel, cînd axa de rotație este perpendiculară pe planul orizontal de proiecție (verticală), și rotația de front, cînd axa de rotație este perpendiculară pe planul vertical de proiecție (de capăt) Rotația dc nivel Rotația de nivel a unui punct în rotația de nivel, axa este verticală (fig , a), iar punctele descriu, în rotație, cercuri cuprinse în plane perpendiculare pe axă, adică de nivel Rotația din planul de nivel se proiectează în adevărată mărime pe planul orizontal de proiecție, iar pe planul vertical, pe urma A ' a planului Fie dat în epură punctul m, m' (fig , ă) Se rotește acest punct cu un unghi a în jurul unei axe verticale z, z' Raza de rotație a punctului este mz, în adevărată mărime Rotind într-un sens, ales convenabil, sau dat, punctul m, cu unghiul a acesta ajunge în іщ în proiecție verticală punctul se mișcă din in în τη[, paralel cu linia de pămînt Se observă că rotația fiind de nivel, cota punctului în rotație se păstrează Rotația de nivel a dreptei O dreaptă este definită de două puncte și , ca urmare, pentru a roti dreapta, este suficient a roti două puncte ale dreptei în timpul rotației de nivel, unghiul pe care îl face dreapta cu planul orizontal de proiecție se păstrează și, ca urmare, se păstrează și lungimea proiecției segmentului respectiv pe planul orizontal La rotația de nivel a dreptei se întîlnesc două cazuri, și anume : dacă axa intersectează sau nu dreapta a Fig Rotații! clo nivel a punctului Fig Rotația de nivel a dreptei Rotația de nivel a unei drepte în cazul cînd axa nu o i n t ersec t e a z ă (fig , a) Fie d, d' proiecțiile dreptei și z, z' axa verticală de rotație Rotația dreptei se face cu ajutorul perpendicularei comune dintre axă și dreaptă, și anume : din z se trasează o perpendiculară pe d în m, iar cu linie de ordine se găsește proiecția verticală m' pe d' Se rotește dreapta cu raza zm, cu unghiul a pînă în poziția zm^ proiecția dreptei fiind tot perpendiculară pe raza de rotație în proiecția verticală, nî prin rotație, ajunge în Proiecția orizontală a dreptei, rotită, este determinată Pentru a avea și proiecția verticală, se urmărește încă un punct al dreptei, de exemplu, a, a în proiecție orizontală acesta ajunge în iar în proiecție verticală în a'v Proiecția verticală rotită a dreptei este perfect definită prin proiecțiile «Í, m[ Dreapta intersectează axa de rotație într-un punct (fig , Ò) în acest caz este suficient a roti un singur punct al dreptei, punctul de intersecție cu axa rămînînd fix Fie dată dreapta rf, d' și axa zz', concurente în punctul η, n Pentru a roti dreapta cu un unghi a se ia un punct oarecare al dreptei, de exemplu zn, care se rotește, cu centrul în: Ξ n, pînă în znL Proiecția orizontală rotită a dreptei este "znL în proiecție verticală, prin rotație m ajunge în zzr, iar proiecția rotită a dreptei este zn¡n' Rotația de nivel a unui plan, cînd axa înțeapă planul în primul diedru Fie dat un plan PPXP' Se propune rotirea acestui plan cu unghiul a Un plan se poate roti prin elementele sale care îl determină Urma orizontală a planului și punctul de intersecție al axei cu planul determină complet planul Cea mai simplă rotație se face în acest caz, însă, cu ajutorul liniei de cea mai mare pantă țața de planul orizontal de proiecție, ce întîlnește axa în epură (fig , «), punctul de intersecție al dreptei de rotație cu planul este zn, zn', prin care s-a dus linia de cea mai mare pantă hv, h'v' Urma orizontală a planului se poate roti cu ajutorul proiecției orizontale a dreptei, cu unghiul a în I\, la intersecția căreia cu Ox se obține P ;r, Urma verticală se rotește eu ajutorul proiecției verticale a liniei de cea mai mare panta, asttel * punctul m fiind pc axă rotită, Pp — Reprezentări geometrice și desen tehnic — cd Ш Fig Rotația de nivel a planului în cazul cînd axa intersectează planul în afara diedrului I, rotația planului se face cu ajutorul unei orizontale Fie dat planul PPXP' și axa verticală zz' (fig b) Se propune rotirea acestui plan cu un unghi dat a Urma orizontală a planului P se rotește cu raza zm cu unghiul dat Urma orizontală rotită este determinată și, odată cu ea, este găsit și punctul P]a Pentru proiecția verticală se știe că orizontalele își păstrează cota, ca urmare se mai rotește o orizontală a planului, de exemplu, orizontala Δ Proiecția orizontală se rotește cu raza ςπ în ΣΠυ cu același unghi și în același sens La intersecția dreptei rotite cu linia de pămînt Ox se află punctul z\ în rotație, orizontala rămîne tot orizontală, z^ se găsește pe prelungirea proiecției verticale δ' = a orizontalei Urma verticală rotită a planului trece prin Р Х \> Rotația unui plan în jurul unei axe cuprinsă în planul vertical de proiecție Fie dat planul PPXP' și axa zz' cuprinsă în planul vertical de proiecție (fig c) Se propune rotirea acestui plan cu un unghi a Urma orizontală se rotește cu raza zm în zm^ Urma verticală trece prin Plx și prin n' Punctul de intersecție al axei cu planul este la intersecția proiecției verticale a urmei verticale a planului cu proiecția verticală a dreptei, în n' Proiecția orizontală n este pe linia de pămînt, confundată cu z Determinarea distanței de la un punct la o dreaptă, cu ajutorul rotației de nivel Distanța de la un punct la dreaptă este perpendiculara din punct pe dreaptă, care, în proiecție, se păstrează cînd dreapta este paralelă cu unul din planele de proiecție Prin rotație de nivel se poate aduce dreapta în poziție frontală în care caz unghiul drept se conservă în proiecție pe planul vertical Fie dat punctul zn, m' și dreapta a b, al/ (fig ) Se propune a găsi distanța de la punct la dreaptă Se ia o axa de rotație verticală, zz' în cazul cînd axa e luată prin punctul mt n/ — ca în figură — în rotație acest punct ramine fix Se rotește dreapta în poziția frontală ακ ιί axb[ cu ajutorul a două puncte, apoi se duce din in o perpendiculară pe a\b{ în nv care este adus prin rotație inversă în poziția inițială Fig Distanta de la un punct la o dreaptă, prin rotație de nivel Fig Distanța de la un punct la un plan, prin rotație de nivel n ii Pentru a găsi adevărata mărime a segmentului mn, m'n' se rotește acest segment in poziție frontală în mn , m'n' , cînd în proiecție verticală se obține adevărata mărime a segmentului Determinarea distanței de la un punct la un plan, cu ajutorul rotației de nivel Fie dat planul PP*P' și punctul mm' (fig ) Rotind planul de nivel pînă în poziție de capăt, în jurul axei zz' luată prin punctul m, m , se găsește punctul de intersecție al perpendicularei din m , pe urma planului în n\ în epură (fig ) se rotește urma orizontală a planului cu raza mb pînă cînd urma devine perpendiculară pe linia de pămînt (mb devine frontală) Urma verticală rotită se obține rotind orizontala d, d' cu ajutorul punctului a, a în poziția de capăt dY, d'v Planul devenind proiectant, urma P[ va trece prin i\ și prin Ρ τ Punctul m, m' fiind pe axă, rămîne fix în rotație Ducînd din m' o perpendiculară pe urma verticală P[ a planului rotit, se găsește n[ și cu linie de ordine n} Perpendiculara din m, m' pe plan are însă proiecțiile perpendiculare pe urmele planului P Cu rotație inversă se poate reveni în poziția inițială, proiecțiile segmentului căutat fiind mn, m'n' Adevărata mărime a segmentului este m'n^, deoarece în această situație segmentul este în poziție frontală Rotația de front Rotația de front a unui punct în cazul rotației de front, axa este o dreaptă de capăt Punctele descriu cercuri cuprinse în plane de iront Rotația se proiectează în adevărată mărime pe planul vertical de proiecție (fig , a), inclusiv unghiul al cărui vîrf este în z' a b % In epură fio dal punctul m, m' (fig , b) prin proiecțiile sale și axa de capăt z, :r Se propune rotirea punctului cu un unghi a Raza de rotalie este m'z' cu care se rotește punctul cu unghiul a în m[ Proiecția orizontală a punctului ajunge în deplasîndu-se paralel cu linia dc pămînt Ox Rotația de front a dreptei Fie dată dreapta rf, d' și axa de rotație z, z' ide capăt) din figura , a Se propune rotirea dreptei d, d' cu unghiul a Axa de rotație nu întîlnește dreapta Din z' se duce o perpendiculară pe d' in m, care se rotește cu unghiul a în m[ Proiecția verticală rotită a dreptei este determinată, deoarece rămîne perpendiculară pe z'm{ în proiecție orizontală, prin rotație de front, m ajunge în пь, paralel cu Ox Pentru a defini complet proiecția orizontală, se mai urmărește un punct a, a în ambele proiecții, care ajunge în av a[ Se observă că rotația se face în același sens și cu același unghi în cazul cînd dreapta întîlnește axa de rotație (fig , b) este suficient a roti un singur punct, de exemplu m, m', cel de-al doilea η, n fiind pe axă și rămininc fix în rotație Rotația de front a unui plan Fie dat planul PPXP' și axa de rotație zz\ care intersectează planul în diedrul I Se propune rotirea acestui plan cu unghiul dat a (fig , a) Rotația se efectuează cu ajutorul liniei de cea mai mare pantă ă d' față de planul orticai de proiecție, eare, prin rotație, devine dLd[ Urma verticală rotită a planului fiind determinată, iar punctul m, m' fix, planul rotit este determinat Urma verticală trece prin vv urma orizontală prin Plr și U în cazul cînd axa de rotație nu intersectează planul în diedrul I rotația se efectuează cu ajutorul unei frontale, care nu-și schimbă depărtarea (fig b) In proiecție verticală se rotește atît urma verticală a planului, cit și proiecția verticală a frontalei, obținîndu-se punctele Plx și h[ Urma trece prin ă, de pe proiecția orizontală a frontalei Dacă axa de rotație este cuprinsă în planul orizontal de proiecție (fig , c), punctul n, n' este fix, urma verticală a planului se poate roti cu ajutorul unui punct m, m't care ajunge în ζη,ζ/ϊρ Urma verticală rotită a planului este perpendiculară pe z'in, iar urma orizontală va trece prin \, și prin n, care rămîne fix Determinarea prin rotație a unghi urilor pe care o dreaptă oarecare le face cu planele de proiecție Fie dată dreapta d, d' prin proiecțiile sale, respectiv prin urmele sale (fig ) Se propune găsirea unghiurilor pe care aceasta le face cu planele de proiecție Orizontala măsoară în adevărată mărime unghiul pe care îl face cu planul vertical de proiecție, jar frontala cu planul orizontal de proiecție Se rotește frontal dreapta d, d' in jurul axei zz' cuprinsă iu planul orizontal de proiecție și trecînd prin Λ, A' pínô se suprapune peste Ox iu d[, Punctul o ajunge în proiecția orizontală este lu>k, care face cu Ox unghiul căutat [ in adevărată mărime Fig Rotația de front a planului de nivel în jurul axei z^, dreapta ajunge o frontală de Analog, prin retalie depărtare zero, iar unghiul a este în adevărată mărime între Ox și v'h' Determinarea prin rotație a unghiurilor pe care le face un plan oarecare, dat prin urmele sale, cu planele de proiecție Planele proiectante măsoară în adevărată mărime unghiurile pe care le fac cu planele de proiecție Fie dat planul PPXP' (iig ) Pentru a găsi unghiul pe care acesta îl face cu planul orizontal de proiecție, se face o rotație de nivel în jurul axei zz' cuprinsă în planul vertical de proiecție, pînă cînd planul P devine proiectant față de planul vertical (punctul z z este fix urma orizontală Pk devine perpendiculară pe Ox) Unghiul a dintre și linia de pămînt este urma verticală în adevărată mărime Fig Unghiurile» dreptei cu planele de proltieție, prin rotație Fig Unghiurile diedre ale unui plan eu planele Я și U, prin rotație Fii* Transformarea unei drepte oarecare prin rotație în dreapta perpendiculară pe unul din planele de proiecție Printr-o altă rotație a planului P, de dala aceasta de front, în jurul axei zir ή situată în planul H, se aduce planul perpendicular pe planul orizontal de proiecție P P‘ j^ ' in care caz adevărata mărime a unghiului pe care îl face planul P cu planul vertical de proiecție este unghiul β Transformarea prin rotație a unei drepte dată prin proiecțiile sale, in poziție de perpendiculară pe unul din planele de proiecție La punctul aceeași problemă a fost rezolvată prin două schimbări de plane de proiecție De data aceasta este nevoie de două rotații : în prima rotație se aduce dreapta paralelă cu celălalt plan de proiecție, iar în a doua rotație se aduce perpendiculară pe primul plan de pro doua rotație se ia axa z iecție Fie dată dreapta d d' prin proiecțiile sale (fig , a) Se propune să se aducă această dreaptă în poziție de dreaptă de capăt Pentru a aduce o dreaptă paralelă cu unul din planele de proiecție, trebuie să fie rotită în jurul unei axe perpendiculare pe celălalt plan de proiecție In figura , a pentru a aduce dreapta orizontală, se rotește în jurul axei de capăt zz', în dkdv în a doua rotație se ia axa ver- ticală și, prin rotație de nivel, se aduce dreapta în poziția de capăt d*d' Prin două rotații se poate rezolva, de asemenea, ușor și problema perpendicularei comune dintre două drepte, aducîndu-se una din drepte perpendiculară pe lan de proiecție și rotindu-se corespunzător și cealaltă dreaptă i figura , prin două rotații — X · />, dreapta și cu raza Ш, se aduce punctul în poziție ra bă tută Ло Rabaterea figurilor utilizînd un singur triunghi de poziție Rabaterea unui plan este completa dacă se cunoaște poziția rabătută a unuia din punctele sale și axa de rabatere Fie PPXP' un plan dat și m, rn un punct al acestuia, rabătut în poziția MQ (fig ) Se propune să se demonstreze că se poate construi poziția rabătută a unei drepte fără a mai rubate alte puncte Fie d, d' o dreaptă a planului Se duce prin m o dreaptă oarecare, ce întîlnește proiecția orizontală a dreptei d în a, iar axa de rabatere P în b Punctul b în rabatere este fix, fiind pe axa de rabatere, adică este propriul său rabătut, iar punctul a se rubate perpendicular pe axă Dreapta ba trece prin m, iar poziția rabătută trece prin MQ Se trasează dreapta pe care, la intersecția cu perpendiculara dusă din a pe axa de rabatere P se găsește punctul Ao De asemenea, dreapta d a planului trece prin a, în poziție rabătută Ao și are un punct fix h în această rabatere, care este pe axă Poziția rabătută a dreptei DQ este hAQ Rabaterea planului eu ajutorul unei drepte oarecare Fie dat planul PPXP' și dreapta d, d' a planului (care are urmele pe urmele corespunzătoare ale planului) Se propune rabaterea planului cu ajutorul acestei drepte (fig , a) în rabaterea pe planul orizontal de proiecție, axa de rabatere este urma P, iar punctul h fiind pe axă, rămîne fix Punctul υ se rabate perpendicular pe axă Se construiește triunghiul de poziție sau se rabate direct punctul V, ducînd din и o perpendiculară pe P, iar cu arcul de cerc cu centrul în Px și raza P~i>' se găsește Vo Urma rabătută Po trece prin Px și prin Vo Fig Babaterea planului cu ajutorul unei drepte oarecare Rabaterea planului eu ajutorul unei orizontale Fie dat planul PPXP' și orizontala d, d' a acestuia (fig , />) Se propune rabaterea planului cu ajutorul orizontalei ) în rabatere orizontala ramine paralela cu urma P, orizontala de cotă zero, iar urma vellicala rabat ut a Vo va fi pe P{} Pu nct ul p, v' se rabate ducînd o perpendiculară pe P din p, pe care se măsoară din Px distanța Pxv' = РаУо ) se considera dat planul PPXP' și punctul m, ni' Se propune rabaterea punctului M pe planul dc nivel Ν' Dreapta de intersecție dintre planul P și planul de nivel N, fiind orizontala Δ, în rabatere aceasta va fi axa de rabatere Triunghiul de poziție se construiește obișnuit : din m se duce o perpendiculara pe S, obținîudu-sc punctul ω, apoi tot din zn se ridică o perpendiculara pe πιω, respectiv o paralelă la , pe care se măsoară cota relativă (raportată la Ν') în /nt Cu centrul în ω și deschiderea compasului ωπη se aduce ipotenuza triunghiului pe dreapta πιω, respectiv în punctul Λ/ο (se observa ca ωΑΙ este în planul Q (v și fig , a) Dacă punctul considerat nu este deasupra planului de nivel, cum a fost cazul punctului zn, ci sub acesta, cum este punctul n, n', construcția triunghiului este asemănătoare în mod analog se rezolvă și rabaterea unui plan oarecare pe un plan de front, axa de rabatere în acest caz fiind o frontală a planului RIDICAREA RABATERII Г — Ridicarea rabaterii sau redresarea planului este operația inversă rabaterii Ridicarea rabaterii unui plan de capăt Fie date : rabaterea pe pianul orizontal a unui punct Mo conținut într-un plan de capăt, axa de rabatere P (urma planului) și cota c a punctului (fig , a) Se cere să se găsească urma verticală P' a planului și proiecțiile m, m' ale punctului în acest scop se efectuează operațiile invers rabaterii Din MQ se ridică o perpendiculară pe linia de pămînt pînă în mQ Cu centrul în Px și deschiderea compasului PxmQ se descrie un arc de cerc, care intersectează orizontala de cotă c în punctele m' și rrtl Punctul M fiind conținut într-un plan de capăt, urma verticală a planului P' va trece prin m' (respectiv a doua soluție P[ prin т]) Proiecția orizontală a punctului va fi situată pe perpendiculara pe axa de rabatere din MQ, la z zi tei secția cu linia de ordine din m (respectiv mi), adică în m (respectiv Rezolvarea problemei este posibilă cînd cota este mai mică sau cel mult egală cu PxmQ în cazul cînd PxmQ — c, există o singură soluție, și anume, un plan de profil u Fltf Ridicarea rabaierii planelor proiectante У Ridicarea rabaterii unui pini» vertical în cazul unui plan proiectant față de planul orizontal de proiecție (fig , />) se consideră date: axa de rabatere, care este urma orizontală V a planului și rabaterea M() a unui punct al planului Se propune găsirea urmei verticale a planului și proiecțiile punctului m, m' Urma verticală a planului rezultă imediat, fiind perpendiculară pe linia de pămînt din Proiecția orizontală a punctului se găsește pe urma orizontală a planului, și anume, la intersecția cu perpendiculara dusă din MQ Proiecția, verticală este pe linia de ordine din ni, cota fiind caglă cu Ridicarea rabaterii unui plan oarecare în cazul cînd se cunoaște axa de rabatere (una din urme), poziția rabălulă a unui punct și depărtarea acestuia Fie P urma orizontală a planului (axa de rabatere pe planul orizontal), poziția rabălulă annui punct conținut în plan și depărtarea d a acestui punct (fig , ă) Se cere proiecția verticală a urmei verticale a planului și proiecțiile m, rrí ale punctului Din / se duce o perpendiculară pe axa de rabatere : la intersecția cu urma P se obține punctul ω, iar la intersecția cu frontala de depărtare d, se afla proiecția orizontală in a punctului Din m se trasează apoi o paralelă la urma P respectiv o perpendiculară pe Mom Cu un arc de cerc cu centrul în ω și deschiderea ωΛ se află punctul m adică s-a reconstruit triunghiul de poziție Cota punctului M are valoarea mmx și este pe linia de ordine din m, în m' Pentru a găsi urma verticală a planului, se duce prin m o dreaptă particulară a planului, de exemplu, o orizontală d'v care are proiecția verticală paralelă cu linia de pămînt, iar proiecția orizontală paralelă cu urma orizontală a planului Urma verticală a planului trece prin Px și prin proiecția verticală ν' a urmei verticale a orizontalei dv Problema are soluție numai atunci cînd este mai mare decît mo Ridicarea rabaterii unui plan oarecare, cînd se dau : axa de rabatere, poziția rabătută a punctului și cota acestuia Se consideră axa de rabatere, urma orizontală P a planului, poziția rabătută a unui punct Mo și cota c a acestui punct Se propune să se afle proiecțiile m, m ale punctului și urma verticală a planului (fig , ύ) Proiecția orizontală a punctului se găsește pe perpendiculara dusă din pe urma P a planului, care este axa de rabatere La intersecția acesteia cu axa rezultă punctul ω Cu centrul în ω și deschiderea de compas ω / se descrie un semicerc, pe care se va găsi punctul mn și anume la c de dreapta / ω distanța Fig , indicarea rabaterii planului oarecare cînd se dau axa de raba-tere, poziția rabătută a unul punct și depărtarea sau cota punctului Fig Rabaterea unei figuri plane Ducîndu-se o paralelă la Μοω la distanța c, aceasta intersectează arcul de cerc în пь, respectiv n deci există două soluții Ducînd paralele cu axa de rabatere din aceste puncte, pe ωΜ se obțin proiecțiile orizontale ale punctelor m și n, iar pe liniile de ordine corespunzătoare, cunoscînd cota, se obțin proiecțiile verticale in și n' ale punctelor Urmele verticale ale planelor se găsesc cu ajutorul unor drepte particulare, orizontale sau frontale Cele două plane care corespund problemei sînt PPTP’ Șl PPaPi Pentru ca problema să fie posibilă, este necesar ca Λ/Οω să fie mai mare decît c Õ Probleme care se rezolvă cu ajutorul rabaterii Adevărata mărime a unei figuri Fie dat triunghiul abc, a'b'e (fig , a) conținut în planul PPXP' Pentru a găsi adevărata mărime a acestuia, se rabate planul P pe planul orizontal de proiecție Rabaterea se realizează cu ajutorul orizontalelor planelor, pe care sînt situate punctele respective Trasîndu-se perpendiculare din punctele abc pe axa de rabatere, la intersecția cu orizontalele respective se găsesc punctele A B C căutate, care, unite, dau triunghiul în adevărată mărime Aceeași problemă poate fi rezolvată și rabătînd numai două laturi ale triunghiului ABC (fig , ă) Astfel, prelungind laturile AB și BC se găsesc urmele acestora și, deci, proiecția orizontală a urmei orizontale a planului, adică axa de rabatere în rabatere, punctele h și hx sînt propriile lor rabateri Punctul В se rabate cu ajutorul triunghiului de poziție în Bo, iar punctele a și c știind că se rabat pe liB^ respectiv /i, Bo și perpendicular pe axa de rabatere în și Gj, triunghiul A B C este în adevărată mărime, Ridicarea rabaterii unei figuri plane fără construirea triunghiului de poziție Se consideră date axa de rabatere P (urma orizontală a planului), urma verticală rabătută P'o și poziția rabătută a unei figuri А(ѴР С (fig ) Se propune ridicarea din rabatere a figurii fără a corsimi triunghiurile de poziție O figură rabătută și proiecția ei pe planul de rabatere sînt figuri omoloage, axa de omologie fiind urma planului (axa de rabatere) Pentru a ridica din rabatere punctul Bt) se trasează orizontala D (în poziție rabătută) pînă in Vo, de unde Fig Ridicarea rabaterii unei figuri plane fără a construi triunghiul de poziție Fig Rabaterea unei figuri pe un plan de front se duce o perpendiculară pe axa de rabatere pînă în v, iar de aici o paralelă la axa de rabatere, care este chiar proiecția orizontală d a orizontalei D Din Bo de pe Dq se ridică o perpendiculară pe urma P pînă în b pe d Proiecția verticală d' a orizontalei se ridică din rabatere cu ajutorul urmei verticale zw'a orizontalei d, d' Cu centrul în Px și cu deschiderea de compas PZVO se descrie un arc de cerc pînă în ν', pe linia de ordine din v Proiecția verticală d' a orizontalei I) trece prin ν' și este paralelă cu Ox Cu linie de ordine din b se obține b' pe d' Ridicarea din rabatere a punctului C se obține cu ajutorul omologiei Se prelungește dreapta B C pînă în a pe axa de rabatere Omoloaga acestei drepte este αδ, pe care se obține punctul c la intersecția perpendicularei din Co pe axa de rabatere Proiecția verticală a' este pe linia de pămînt ; b'a este proiecția verticală a dreptei pe care, cu linie de ordine din c, se obține c' Pentru a ridica din rabatere punctul AQ se prelungește dreapta B A pînă în dreaptă a cărei omoloagă este δβ și așa mai departe Babaterea unei figuri pe un plan de front în cazul cînd spațiul destinat epurei este limitat, se poate efectua rabaterea pe un plan de nivel sau pe un plan de front Fie dat triunghiul abc, ab'c' (fig ) Se propune rabaterea acestui triunghi pe un plan de front, care trece prin c Planul de front F intersectează planul triunghiului ABC după o frontală δ, ' în jurul căreia se execută rabaterea Punctul c este propriul său rabătut, la fel punctul e, e Punctul A se rabate cu ajutorul triunghiului de poziție în Ao Latura AQB trece prin punctul fix e' = iar Bo se găsește la intersecția laturii A E cu perpendiculara din // pe δ' Triunghiul rabătut pe planul de front b în adevărată mărime este A BQCQ, Determinarea distantei dintre două puncte Se propune sa se determine distanța dintre punctele a, a' și b, b' cu ajutorul rabaterii (fig ) Se ia un plan PPXP' proiectant față de planul orizontal de proiecție, prin cele două puncte Se rabate apoi planul în jurul urmei orizontale, împreună cu dreapta pe care o conține AB Adevărata distanță dintre rele dona puncte este B In cazul cînd dreapta este de profil, planul proiectant este, de asemenea, de profil, iar rabaterea se execută în jurul urmei planului de profil, in mod obișnuit — lieprezentûri geometrice fci desen tehnic - cd Fig Determinarea distanței dintre două puncte cu ajutorul rabaterii Determinarea distanței de la un punct la o dreaptă Se propune găsirea distanței de la punctul /и, m' la o dreaptă d, d' cu ajutorul rabaterii (fig , a) Prin distanța de la punct la dreaptă se înțelege perpendiculara din punct la dreaptă Se trasează un plan de nivel N prin punctul M și se rabate dreapta pe acest plan Punctul N rămîne fix în această rabatere, la fel și punctul m; ca urmare, axa de rabatere va fi mn ~ , δ' Se mai rabate un punct al dreptei, de exemplu a, a, cu ajutorul triunghiului dc poziție Dreapta rabătută este N Aq Apoi se duce din m o perpendiculară pe N A în So Segmentul căutat în adevărată mărime este mS , iar proiecțiile lui, prin ridicarea din rabatere, perpendicular pe axa de rabatere, sînt ins, ins' Determinarea distanței de la un punct la un plan Fie dat planul PPXP' și un punct m, in (fig , b) A găsi distanța de la punct la plan înseamnă a -duce o perpendiculară din punct la plan, care intersectează planul în n, rí Planul proiectant de capăt R, R', cu ajutorul căruia s-a găsit punctul η, rí conține dreapta mn, in rí Se rabate în jurul axei irírí planul și dreapta în poziția M N , pe planul vertical de proiecție Adevărata distanță de la punct la plan este M N Determinarea unghiului dintre două drepte Unghiul dintre două drepte se află -determinînd, cu ajutorul urmelor lor, urma orizontală a planului și rabătînd în jurul acesteia cele două drepte pe planul orizontal sau vertical de proiecție, în poziție rabătută unghiul este în adevărată mărime și se poate măsura între cele două drepte Fig Determinarea prin rabatere a distanței de la un punct la o dreaptă sau la un plan Fig Determinarea prin rabatere a unghiului format de două drepte sau de o dreaptă și un plan în epură (fig , u), fie date dreptele d, d' și d d[, concurente în punctul m m’, Se propune aflarea unghiului dintre ele cu ajutorul rabaterii Se caută urmele h> h' și h[ ale dreptelor date Urma orizontală a planului, care este și axa de rabatere, este dreapta i, hL Punctele h și hL sînt propriile rabătute, iar punctul m se rabate cu ajutorul triunghiului de poziție în Mo Unghiul căutat a este cuprins între hM și hLMQÎ în adevărată mărime Unghiul format de un plan oarecare cu unul din planele de proiecție se măsoară între linia de cea mai mare pantă față de planul respectiv și proiecția ei pe-acest plan Adevărata mărime a unghiului se află rabătînd triunghiul format pe linia de cea mai mare pantă, între urme, proiecția orizontală și cota urmei verticale, respectiv depărtarea urmei orizontale Determinarea unghiului dintre o dreaptă și un plan Unghiul dintre o dreaptă și un plan se măsoară între dreaptă și proiecția ei pe planul respectiv Fie dată dreapta d, d' și planul PPXP' (fig , b) Dintr-un punct arbitrar M al dreptei D se duce o perpendiculară Δ pe planul P Dreapta din spațiu, proiectanta și proiecția dreptei pe planul P formează un triunghi dreptunghic, avînd unghiul drept în urma proiectantei pe plan, astfel că unghiul dintre dreaptă și plan este unghiul complementar celui format între dreaptă și proiectantă Rezolvarea se reduce la aceea a problemei precedente într-adevăr, considerînd dreptele d, d' și δ, δ' concurente în m, avînd urmele verticale v, ν', respectiv vt, v[, se poate rabate planul dreptelor pe planul vertical de proiecție, axa de rabatere fiind v'v[ Punctele ν' = Vo și ι\ = V , sînt propriile rabătute, iar punctul de concurență al dreptelor considerate se rabate în Mo, cu ajutorul triunghiului de poziție Unghiul dintre dreapta D și proiectanta Δ este Ѵ Л/ Ѵ , iar unghiul dintre dreapta D și planul P este notat în figura , b cu a Determinarea distantei dintre două drepte paralele Fie date dreptele paralele între ele DL și D prin proiecțiile lor (fig ) Se propune determinarea distanței dintre ele prin rabatere pe planul de nivel Axa de rabatere δ δ' este dreapta de intersecție dintre planul de nivel N și planul celor două drepte paralele Se-rabate dreapta D ¿ pe planul de nivel N cu ajutorul punctului m Dreapta rabătută D¿t) trece prin a Ξ Ло și prin punclul Л/о, iar dreapta Dl trece prin ă = și osle paralelă cu /) Distanța dintre cele două drepte este /, perpendiculară pe dreptele ra bă tu te ) eternii ii ar ea un (/hi ului formal de două plane Fie planele de proiecție V și și două plane oarecare P și Q (fig , a) Dreapta de intersecție din Ire planele P și Q este ha, h'ν' Se construiește un plan auxiliar T perpendicular pe linia de intersecție a planelor P și (λ care intersectează planul P după dreapta / С planul Q după dreapta BC și planul II după dreapta AB Unghiul diedra dintre planele P și Q este unghiul plan al dreptelor AC și BC Se observă că dreptele AC și BC sînt perpendiculare pe hv, li ν', iar A B este perpendiculară pe Iw Se caută adevărata mărime a triunghiului ABC Dreapta CE, înălțimea din C în acest triunghi este perpendiculară pe A B, fiind cuprinsă în planul perpendicular pe aceasta, E fiind piciorul perpendicularei Ducînd un plan vertical Л prin lw, h'v' se poate rabate acest triunghi în jurul lui ha, obținîn-du-se ECn perpendiculară pe hV în adevărată mărime Dacă se rabate triunghiul ABC în jurul lui AB pe planul orizontal de proiecție, se observă că EC =-EC] și că ECi este pe direcția hv Unghiul căutat este a Determinarea a două plane cu ajutorul normalelor la plane Ducînd dintr-un punct din spațiu două normale pe plane concurente, aceste normale formează între ele un unghi egal cu suplimentul unghiului dintre plane Fie date planele PPXP' și QQaQ' prin urmele lor și un punct m, m (fig , ă) Se trasează din m, m normalele d,, d} la planul P și d , d la planul Q și se caută unghiul format între Fie F acest plan de front, normale concurente in aceste normale prin rabaterea pe un plan de front, care intersectează după dreapta planul determinat de cele două axa de rabatere care este Fig Determinarea prin rabatere a unghiului diedra dintre două plane m m Fig Dreaptă care face unghiuri date cu planele de proiecție Punctele a și b rămîn fixe în această rabatere, iar punctul M, cu ajutorul triunghiului de poziție ajunge în Mo, Unghiul dintre normale este a'MQbf = a, iar unghiul dintre cele două plane este suplimentul acestuia β Proiecția unei drepte care face unghiuri dale cu planele de proiecție, O dreaptă D, cu urmele h, hf, v, ν', se proiectează pe planele de proiecție în d, d' (fig , a) Unghiul pe care dreapta îl face cu planul orizontal de proiecție este a, format între dreaptă și proiecția pe planul orizontal a dreptei Unghiul β este format între dreaptă și proiecția verticală a dreptei I riunghiul vhv' poate fi rabătut pe planul vertical de proiecție în jurul axei v, ν', obținîndu-se astfel unghiul a în adevărată mărime Triunghiul hv'h' poate fi de asemenea, rabătut pe planul vertical de proiecție, cunoscînd că unghiul β este dat, unghiul din h' este drept, iar ipotenuza este segmentul hp/, rabătut pe planul vertical, rezult înd segmentul căutat h v' în epură (fig , b) se construiește unghiul a dintr-un punct ht de pe linia de pămînt, arbitrar, cu ajutorul dreptei d[ Dintr-un alt punct, de asemenea arbitrar, v' de pe dreapta considerată anterior d'v se trasează o altă dreaptă d care să formeze unghiul β cu Din hL se ridică o perpendiculară pe d în Λ Considerînd fix punctul ν', proiecția sa orizontală v va fi pe linia de pămînt Segmentul h v' fiind egal cu h'v', cu un arc de cerc cu centrul în v' se aduce punctul h în h' pe linia de pămînt Proiecția verticală a dreptei căutate este h'v' Proiecția orizontală a acestei drepte va trece prin v și printr-un punct h, de pe linia de ordine dusă prin h' Știind însă că punctul hx a fost rotit în jurul lui v, v' pentru a fi rabătut pe planul vertical de proiecție, cu o rotație inversă, cu un arc de cu centrul în v și deschiderea p/ix se aduce punctul ht în h pe linia de ordine coborîtă din h' Dreapta hv, h'v' este dreapta căutată, care face un ghiurile a și β cu planele de proiecție Pentru ca problema să fie posibilă, este necesar ca segmentul vv' să fie mai mic sau cel mult egal cu segmentul h v', altfel arcul de cerc cu centrul în v nu intersectează linia de pămînt Exprimînd aceste segmente trigonometric și punînd condiția menționată, se obține : vu' = hp/ sin a ; h v' = hp/ cos β ; hp/ sin a vuL Punctul v, u' se rabate în Vo, urma verticală rabătută fiind /\> prin V ' , , Se trasează o dreaptă oarecare a planului P prin c, c (în epură /zj\, care se rabate în Я Ѵ , pe care este situat centrul cercului Co Se descrie cercul cu centrul în acest punct, apoi se ridică din rabatere extremitățile axelor mici ale elipselor Fo ȘÎ Fo, cu ajutorul frontoorizontalelor ce trec prin punctele respective și concurente cu dreapta /iAap /zp în punctele M și N Cunoscîndu-se axele elipselor, trasarea arcelor de elipsă se execută prinlr-una din metodele cunoscute Capitolul POLIEDRE , GENERALITĂȚI Clasificarea poliedrelor Poliedrele sînt corpuri geometrice mărginite de fete plane în construcții, poliedrele sînt foarte des întîlnite, majoritatea elementelor de construcții din lemn, metal, piatră, beton, zidărie etc fiind prelucrate în forme poliedrice, atît din motive tehnice, cît și estetice Construcțiile înseși sînt realizate din astfel de poliedre : ziduri, stîlpi, coloane, grinzi, plăci etc Fețele poliedrelor sînt poligoane Două fețe se intersectează după o muchie, iar trei sau mai multe fețe se intersectează într-un vîrf Un poliedru poate fi convex, dacă rămîne în întregime pe aceeași parte a oricărei fețe, și concav, în cazul cînd unele din fețele plane taie poliedrul Unghiul format de două fețe plane se numește unghi diedra, iar valoarea lui se află secționîndu- cu un plan perpendicular pe muchie (unghiul a două plane) Fețele care se întîlnesc într-un vîrf formează între ele un unghi solid sau un unghi poliedru (trei fețe formează un unghi triedru, patru fețe formează un unghi tetraedri! etc ) Poliedru regulat se numește acela ale cărui fețe sînt poligoane regulate, cu același număr de laturi și ale cărui unghiuri diedre și poliedre sînt egale între ele Toate poliedrele regulate sînt inscriptibile și circumscribile sferei Un plan care nu trece prin vîrf taie întotdeauna un unghi poliedru după un poligon convex, avînd atîtea laturi, cîte fețe are unghiul poliedru Rezultă că o dreaptă va tăia un unghi poliedru întotdeauna în două puncte (ducînd un plan prin dreaptă, acesta va tăia unghiul poliedru după un poligon, iar dreapta fiind conținută în acest plan îl va intersecta în două puncte) Excepție face dreapta ce trece prin vîrful poliedrului sau care este situată în planul uneia din fețe s Prin fața unui unghi poliedru se înțelege mărimea Â unghiului pe care îl fac între ele muchiile ce mărginesc / / \ această fată / / \ * / / \ Teoremă : o față a unui unghi poliedru este întot- / / \ deauna mai mică decît suma celorlalte două Fie dat trie- / / \ drul SABC (fig ) Fața cea mare este SAC Se intersec- / / \ tează pe această față dreapta SD astfel ca ASB — ASD д У о/ \c Pe dreptele SB și SD se ia apoi SB = SD Din D se duce o dreaptă care taie pe SA și SC în A și C, puncte / ξ care se unesc cu В I Triunghiurile SAD și SAB sînt egale, avînd latura comună SA, laturile SB și SD egale cu unghiul cuprins Fața între ele egal prin construcție, deci AB = AD ghiului poliedru în triunghiul ABC există inegalitatea AC ASB + BSC + -h ESA Desfășurîndu-se fețele unghiului poliedru pe un plan (fig , b) știind că fețele din spațiu sînt egale cu cele din plan, se obțin o serie de triunghiuri, avînd fiecare cîte o latură comună; ultima latură SA', în baza teoremei de mai sus, nu va ajunge niciodată să se suprapună pesie SA, nici să o depășească , , Teoremă (Euler) : dacă un poligon convex este împărțit într-un număr oarecare de poligoane, suma dintre numărul fețelor poligoanelor și numărul vîrfu-rilor depășește сц o unitate numărul laturilor l-ie dal poligonul A BC DE (lig , π) Pentru poligonul dat, relația este adevărată : / + v = I + (θ· ) f == h fața poligonului ; -|- = + v = v ir furi, / = laturi, Daca se împarte poligonul ca în figura , b se formează poligoanele ABGFI, CDFG și F DEL Notînd cu lt și i\ laturile și vîrfurile primului poligon, cu l și v laturile și vîrfurile celui de-al doilea poligon, necomune cu cel dinții, cu / și u laturile și vîrfurile celui de-al treilea poligon, necomune cu cele doua, se obține : Unei laturi comune îi corespund două vîrfuri comune Pentru cel de-al doilea poligon și al treilea, numărul laturilor este mai mic cu o unitate decît numărul virfurilor Numărul egalităților de mai sus este egal cu acela al fețelor poligoanelor Suma egalităților de mai sus dă = Σ^· + ΣΑ - , în care Ц = ; i>¿ = I ; fi =f si ca urmare Teoremă (Euler) : în orice poliedru convex, numărul muchiilor mărit cu este egal cu suma dintre numărul fețelor și ecl al virfurilor Fie dat poliedrul ABCDEFGI (fig ) Se proiectează central din punctul Cx vîrfurile și muchiile poliedrului, pe planul feței EFGI Se observă că astfel s-a r A Fig , Teorema lui Euler privind ipoliedrele împăițit poligonul EFGI într-un număr de cinci fețe, adică egal cu al fețelor pioiectate, muchiile proiect ale fiind laturile fețelor Pentru aceste cinci fețe este verificată formula de la punctul anterior : / + I - v + /’ Adăugîndu-se la aceasta și fața pe care s-a tăcut proiecția, adică EFGI și noi înd cu F — numărul fețelor poliedrului, V — numărul vîrfurilor poliedrului, M — numărul muchiilor polie-drului, se obține : F -I- V == M + ( ) Teoremă : nu pot exista inai mult de cinei poliedre convexe care să aibă toate fețele eu același număr de laturi n și toate unghiurile poliedre cu același număr m de muchii La punctul anterior s-a văzut că F + V = M + La poliedrele regulate din fiecare vîrf pleacă m muchii, din toate vîrfurile mV muchii Fiecare muchie însă pornește din două vîrfuri, ca urmare în numărul mV ea este cuprinsă de două ori și ca urmare mV = M Fiecare față este mărginită de n laturi, iar numărul total de laturi este nF, însă și în acest număr fiecare muchie este cuprinsă de două ori, deoarece este comună la două fețe și, ca urmare, nF = M, sau M =mV = nF înlocuind pe M cu V în funcție de F, în formula F + V = M + , se obține de unde (m + ?) nm ( ) REPREZENTAREA POLIEDRELOR REGULATE Epura poliedrelor și vizibilitatea muchiilor Poliedrele se reprezintă prin punctele și dreptele care le determină, respectiv prin vîrfurile și muchiile sale Cunoscînd proiecțiile vMurilor, muchiile rezultă, acestea fiind, de altfel, segmente de drepte concurente Dreptele care limitează poliedrul formează un poligon închis numit contur aparent în sistemul de proiecție dublu ortogonal, avînd două plane de proiecție, există de asemenea, două contururi aparente distincte, formate din proiecțiile muchiilor pe planele respective Pentru ca epura să fie mai expresivă, s-au adoptat cîteva convenții în ce privește reprezentarea poliedrelor în proiecții, și anume : — poliedrele se presupun opace, astfel că unele muchii sînt vizibile, altele invizibile Muchiile vizibile se trasează cu linie continuă, cele invizibile cu linie întreruptă ; — proiecția orizontală este considerată de sus, pentru un observator la infinit, în direcția proiectantelor față de planul orizontal De asemenea, proiecția verticală este considerată pentru un observator așezat în fața planului vertical la infinit, în direcția proiectantelor față de planul vertical Pentru a distinge mai ușor muchiile vizibile de cele invizibile s-au stabilit cîteva criterii, și anume : — întotdeauna conturul aparent este vizibil ; — o față a poliedrului care conține un punct vizibil este vizibilă dacă acel punct nu aparține conturului aparent ; — două muchii ncconcurcnle iu spațiu și concurente în epură în interiorul conturului aparent sînt una vizibilă, alta invizibilă ; — din doua lețe care se intersectează după o muchie ce aparține conturului aparent, una este vizibilă și alta invizibilă Dacă muchia nu aparține conturului aparent, cele două fețe sînt ambele vizibile cînd muchia e vizibilă, sau ambele invizibile, cînd muchia e invizibilă ; — muchiile concurente într-un vîrf ce se proiectează în interiorul conturului aparent sînt toate vizibile cinci vîrful e vizibil, sau toate invizibile, cînd vîrful e invizibil Din două puncte care au aceeași proiecție orizontală, este vizibil acela care are cota mai mare, iar din două puncte care au aceeași proiecție verticală este vizibil acela care arc depărtarea cea mai mare De asemenea într-un poliedru convex orice muchie este în întregime fie vizibilă, fie invizibilă, si ca urmare, este suficient a avea vizibilitatea unui punct pentru a o cunoaște pe aceea a întregii muchii Epura tetracdrului avînd o față în planul Я Se consideră poligonul cel mai simplu, triunghiul, cu n — , cu care relația ( ) devine /n г — —— — m ( ) Pentru ca F să fie număr întreg și pozitiv, m nu poate lua decît valorile , și în cazul valorilor n = și m = , F = , adică este un poliedru cu patru fețe triunghiuri echilaterale și în fiecare vîrf se întîlnesc trei muchii Acest poliedru se numește tetraedri! Reprezentarea lui în epură este arătată în figura , u, pentru cazul cînd o față este cuprinsă în planul orizontal de proiecție Unghiurile poliedre ale tetracdrului au °· — °, deoarece triunghiul echilateral are unghiuri de cîte c In proiecție orizontală s este ortocentru, iar în proiecție verticală muchiile se găsesc ușor, știind că muchia frontală sb, s'b' este egală cu latura triunghiului echilateral, care este dată în cazul epurei, muchia frontală este în adevărată mărime în proiecție verticală Desfășurarea tetracdrului (fig , ύ) se poate construi ușor desenînd un triunghi echilateral cu latura Z, împărțind fiecare latură în două segmente egale și unindu-le ca în figură ; se obțin cele patru fețe triunghiulare ale tetraedrului* Fitf (> э ТеІічтіЦчіІ Fig Epura tetraedrului cu o față situată într-un plan oarecare Epura tetraedrului avìnd о fata intr-un plan oarecare în cazul cînd tetra-edrill nu arc baza în unul din planele de proiecție, ci într-un plan oarecare P, epura lui se reprezintă astfel : se rabate planul pe unul din planele de proiecție și se construiește o față a tetraedrului Se construiește proiecția celui de-al patrulea vîrf și muchiile concurente în acesta, apoi se secționează cu un plan proiectant dus printr-o muchie, se rabate aceasta secțiune și se găsește adevărata mărime a înălțimii, după care se ridică din rabatere în epură (fig ) fie dat planul PP,P' și punctul a, a , unul din vîrfurile tetraedrului Una din muchii se consideră orizontală și de mărime dată / Se trasează o orizontală prin punctul a, a pe care se poate măsura și proiecția orizontală, adică adevărata mărime l a muchiei Apoi se rabate planul P pe planul orizontal de proiecție, în jurul unei orizontale P în poziția rabătută se obține A Și se poate construi baza tetraedrului, adică s-a găsit й punctul Co Al patrulea vîrf se proiectează pe planul rabătut în interiorul triunghiului A B C , și anume, la intersecția înălțimilor, în Dq Se ridică punctele Co și Do din rabatere în c, c', respectiv d d' Din punctul d, d' se duc proiecțiile înălțimii corespunzătoare, perpendiculare pe plan Pentru a găsi adevărata mărime a înălțimii tetraedrului se știe că aceasta pornește din ortoccntrul bazei Do și că, între cealaltă extremitate a înălțimii ssz și celelalte vîrfuri ale tetraedrului, lungimea muchiei este l Secționîndu-se tetraedrul cu un plan perpendicular pe baza A B C și dus prin muchia C S (So fiind celălalt vîrf al tetraedrului) și rabătînd această secțiune pe planul bazei, rezultă înălțimea triunghiului dreptunghic C S D în care C D / ), sau mic și, ca i raza mic r, plus latura decagonului în- r raza cercului mic, in epură cota Din figură se observă că în triiin-conform alineatului egală cu r ă cu latura decagonului /l , este egal cu r înlocuind pe y — ) = —(^/ ) In același timp lm = R în funcție de r, se obține ), în care, Im ceea ce se urmărea să se demonstreze Se mai poate arăta că punctele G, J, L, A aceasta este suficient a arăta că t'n' cercul de rază r Se observă că p' n' = г (în proiecție verticală p n vărată mărime, ¡ cercul de rază R Triunghiul p'l' n' latura pentagonului înscris în cerc și o catetă egală cu raza, latura decagonului înscris în același cerc Pentru ca fețele să apară vizibile în proiecție verticală, în figura c s-a făcut și o schimbare de plan vertical de poiecție ’ , Q au cota egală cu R Pentru este egală cu latura decagonului înscris în este în ade-avînd poziția frontală, și este latura pentagonului înscris în fiind dreptunghic și avînd ipotenuza egală cu cealaltă catetă este Relații metrice între poliedrele regulate Aplicînd relația F V = / + pentru poliedrele regulate (tab ) și notînd cu m muchia poliedrului cu R Tabelul A Relația dintre fețele, muchiile și vîrfurile poliedrelor regulate Denumirea poliedrului V M F V +F M + Tetraedri Octaedrul Icosaedri! Hexaedru) Dodecaedri!! raza sferei circumscrise poliedrului, eu г raza sferei înscrise poliedrului, cu a unghiul diedru se pol scrie următoarele relații metrice pentru poliedrele regulate: — tel raedrul : ni = — (> ; r = — ц · α — — octaedrul : ni = /{^/ ; r = — /Л/ ; cos a == —- ♦ ) m - V ) ; — hcхаеdrul: ui — /?x/ ; cos a ; SI n a = ; ω ) — dodecaedrul : m i(V -V ); г=Й se pol construi în epură și cu aceste relații, pornind fie Poliedrele regulate de la o fată a loi' situată într-unul din planele de proiecție, fie de la sfera circumscrisă chiile și un vîrf, fie înscriindu-le în hexaedru Pentru aceasta, se calculează mu-celorlalte poliedre, în funcție de muchia c a hexagonului, rezultînd : tetraedrul: m = c octaedrul : m =— cJ ( - ) icosaedrul : dodecaedrul observă că : muchia hexaedrului muchia icosaedrului muchia icosaedrului muchia dodecaedrului Hexaedrul și octaedrul, dodecaedrul și icosaedrul formează perechi reciproce — sau duale — de poliedre regulate, întrucît numărul de fețe al unuia este egal cu numărul de vîrfuri al celuilalt și reciproc ; ele au însă același număr de muchii Se deduce că : octaedrul și icosaedrul (fig , a și , b) se obțin luîud respectiv ca vîrfuri centrele f țelor cubului și dodecaedrului Reciproc, cubul (fig b) și dodecaedrul (fig , c) se obțin luîud respectiv ca vîrfuri centrele fețelor oc-taedrului și icosaedrului în acest sens, tetraedrul este propriul său reciproc (fig u), pentru că are numărul de fele egal, cu numărul de vîrfuri și pentru că centrele fețelor unui tetraedro, luate ca vîrfuri, conduc, do asemenea, la un tetraedru , , POLIEDRE SEMIREGULATE Poliedrele semircgulale au tosi definite de Ar hi me de care a arătat că sînt în număr de și că se deduc din poliedrele regulate, de aceea ele se numesc și poliedre arhimediene, Poliedrele seiniregulate sînt poliedre convexe ale căror fele sînt poligoane regulate de mai multe feluri, cele de același fel sînt egale, și ale căror unghiuri poliedre, fără a fi regulate, sînt egale Ele au muchiile egale și se înscriu în sferă fără a se circumscrie însă unei sfere concentrice Se notegză cu ZI, ZII, , AXIII înlr-o ordine cc rezultă — în parte — din modul lor de obținere din poliedrele regulate : prin secționarea simetrică la vîrfuri și îndepărtarea acestora (trunchiere), prin secționarea cu plane paralele la muchii și îndepărtarea acestora (ieșire) sau prin înscrierea rotită în același sens și de același unghi în planul fețelor și în jurul centrului lor a unor poligoane de același număr de laturi Caracteristicile poliedrelor seiniregulate sînt prezentate în tabelul Tabelul Poliedre seiniregulate, elemente geometrice « Tabelul G (continuare) uboctae trunchiat icosaedru trunchiat rombocu- boctaedru rombicoso-dodecae-dru icosdode* caedгu trunchiat Epura poliedrelor regulate va fi prezentată în capitolul împreună cu structurile reticolare spațiale și cu cupolele geodezice , POLIEDRE NEREGULATE Cele mai multe poliedre întîlnile sînt neregulate, fu construcții se îutilnesc foarte des din categoria poliedrelor neregulate, prisma și piramida Suprafața prismatică este generala de o dreaptă mobila care se spiijiua pe un poligon plan și care în tot timpul mișcării este paralelă cu o dieapla data Intersectînd suprafața prismatică cu dona plane, asllel ca liecaie plan sa inlei- sedeze toate muchiile, se obline prisma Cînd muchiile sînt perpendiculare pe baza, prisma este dreaptă Cînd bazele prismei drepte sînt poligoane regulate, prisma este regulată Suprafața piramidală este generată dc o dreaptă care trece printr-un punct fix și se sprijină permanent pe un poligon director Corpul limitat de un plan și o suprafață piramidală se numește piramidă^ iar secțiunea plana, bază Cînd baza piramidei este un poligon regulat, piramida este regulată, iar cînd înălțimea coincide cu axa piramida este dreaptă Secționînd piramida cu un plan, care întîl-ncșle toate muchiile, corpul cuprins între cele două plane se numește trunchi dc piramidă Reprezentarea in epură a prismei Se consideră o prisma oblică cu baza un patrulater situai în planul orizontal dc proiecție (fig , a) Punctele ABCD au proiecția verticală pe linia dc pămînt, iar punctele EFGI la cota z în proiecție verticală nu este văzută muchia d'i', iar în proiecție orizontală muchia cip avînd cota cea mai mică și muchiile bc și cd ale bazei fiind acoperite de prismă De altfel se știe că dintr-un vîrf proiectat în interiorul conturului aparent pleacă muchii fie văzute, fie nevăzute Se consideră dat punctul de pe suprafața prismei prin proiecția sa orizontală iiv Pentru a determina proiecția sa verticală se trasează prin m o poziție a generatoarei, paralelă cu muchiile, care are urma fie în — ', fie în — ' Se trasează proiecția verticală a acestor poziții, prin Г și ' paralel cu muchiile, pe care, cu linii de ordine, se obțin cele două soluții m[, respectiv т Analog, dueîndu-se proiecția verticală a unui punct se obține nL, respectiv în proiecție orizontală t Fig Ерцга poliedrelor neregulate / Epura piramidei (lig , /?) Se considera o piramidă cu baza un triunghi ABC și vîrful în S Proiecția verticală a punctelor a' b'e' este pe linia de pămînt în proiecție verticală sînt văzute lóale muchiile, iar în proiecție orizontală nu este văzută muchia ab Considerînd dată proiecția orizontală mt a unui punct de pe suprafața piramidei, proiecția verticală se obține ducînd prin punct și prin vîrful piramidei generatoare a nrs\ cu urma în , /', respectiv , ', proiecția verticală a generatoarei fiind în Îs respectiv 's' pe care, cu linie de ordine din m, se obține proiecția verticală m și Analog se obțin din proiecția verticală n\ proiecțiile orizontale nL și л SECȚIUNI PLANE PRIN POLIEDRE Figura geometrică rezultată din intersecția unui corp geometric (poliedru) cu un plan poartă numele de secțiune plană Secțiunea plană poate fi : longitudinală (paralelă cu muchiile prismei), axială (planul conține axa), transversală (taie toate generatoarele), dreaptă (perpendiculară pe axă) și prin vîrfuri sau după generatoare La suprafețele de rotație există secțiunea mediană sau axială (planul conține axa) și secțiunea după un plan paralel (planul perpendicular pe axa de rotație) Cn plan secționează un poliedru convex după un poligon convex Secțiunea plană se construiește fie găsind punctele în care muchiile înțeapă planul, fie găsind dreptele după care planul fețelor se intersectează cu planul Secțiune plană cu ajutorul planelor proiectante (prin muchii) Se consideră o prismă oblică cu baza un triunghi în planul orizontal de proiecție (fig ) și un plan dat prin urmele sale PPXP' Pentru a găsi intersecția dintre plan și fiecare muchie, se folosesc plane auxiliare nmîA-etante duse prin muchii duse prin muchii Se duce un pian /? proiectant față de planul orizontal de proiecție,, de exemplu, care conține muchia ac, ac' Acest plan se intersectează cu planul PP%P' după o dreaptă Iw h v\ ce intersectează muchia în punctul /, care este punctul căutat, unde muchia Alî înțeapă planul dat Luînd și prin celelalte două muchii plane proiectante, se găsesc punctele, acestora de intersecție , pe muchia b’fr și ' pe muchia cg, c g’ Se observă că planele auxiliare proiectante, fiind paralele între ele, dreptele de intersecție ale acestora cu planul PP,T P sînt, de asemenea, paralele și, ca urmare, din punctele h{ și /i se pot duce paralele la li p , fără a fi necesare alte construcții ' ' Pentru vizibilitatea poligonului de secțiune se menționează că pe fețe vizibile există laturi vizibile și invers Secțiune plană prin fețe Fie dată piramida SABC (fig ) prin proiecția virfurilor sale și planul PPXP'’, prin urmele sale Se propune găsirea poligonului de secțiune dintre piramidă și plan Se caută mai întîi punctul în care o muchie înțeapă planul PPTP', de exemplu, muchia sa, за Cu ajutorul unui plan proiectant față de planul vertical de proiecție se găsește acest punct I, ', ca și în cazul precedent Se consideră fața SAB al cărei plan intersectează planul orizontal de proiecție după dreapta ab, concurentă în a cu urma orizontală P a planului Ca urmare punctul a se găsește atît în planul feței SAB, cît și în planul P Punctul І, ' este, la fel, situat atît în planul P, cît și în planul feței SAB, adică a — este dreapta de intersecție a planelor și aceasta intersectează fața SAB după dreapta — Planul feței SAC se intersectează cu planul orizontal de proiecție după dreapta ac concurentă în β cu urma orizontală a planului P Punctele β și fiind situate atît în planul feței SAC, cît și în planul P sînt pe dreapta lor de intersecție și ca ЛГ ti are — este o altă latură a poligonului de secțiune * , l lliina latura osle — și poale ii verificala analog, cunoscîndii-se ca planul feței SOC secționează planul orizontal dê proiecție dupa dreapta с’Л, concurentă cu urma orizontală a planului P în γ Se observa ca poligoanele abe și — — sînt omoloage, axa de omologie fiind urma orizontala Papionului, iar centrul de omologie vîrful s al piramidei Două puncte Z și u de exemplu, sînt corespondente A fost necesar să se caute întîi punctul / cu ajutorul metodei planelor auxiliare proiectante, pe motiv că omologia este determinată atunci cînd se cunoaște axa și centrul dc, omologie,, precum și două puncte corespondente \ , Secțiune plană prin schimbarea planelor de proiecție Această metodă este indicata îndeosebi atunci cînd baza poliedrului nu este situată într-unul din planele de proiecție Se, știe că, în cazul cînd un plan este perpendicular pe unul din planele de proiecție, punctele situate în acest plan se proiectează după urrna-pro-iecție pe planul respectiv s Fie dată piramida SABC prin proiecțiile vârfurilor ei și plănui PPXP' Pentru a găsi poligonul de secțiune se face o schimbare de plan vertical de proiecție, aducînd planul dat P în poziție de plan proiectant fala dc planul vertical de, proiecție (fig ) în PJ\zP'v л z ■ ’ - * ' ■ · T · ~ ' * '· * ' Ф Prin desfășurarea unui poliedru se înțelege aducerea tuturor fețelor lui în același plan Punctele și liniile corespunzătoare din figura obținută prin desfășurare se numesc transformate prin desfășurare ale punctelor și liniilor trase pe suprafața unui poliedru ’ - linie poligonală trasă pe suprafața unui poliedru se transformă într-o linie poligonală de aceeași lungime Unghiurile dintre muchii și unghiurile pe care le fac muchiile cu laturile unei linii poligonale trase pe suprafața unui poliedru se conservă Ca urmare, două linii paralele se transformă tot în linii paralele secțiune dreaptă într-o prismă se transforma prin desfășuiare inti-o linie dreaptă, Desfășurarea prismei O prismă oblică poate fi desfășurată dacă se cunoaște adevărata mărime a muchiilor și o secțiune plană normală a căiei transformată prin desfășurare este o linie dreaptă Se propune desfășuram prismei ABC, EFG, oblică, avînd baza ABC în planul II, Pentru aceasta se caută mai întîi adevărata mărime a muchiilor, de exemplu, prin schimbarea planului vertical de pro- Fig Desfășurarea prismei Dacă unghiuri іесДіОч aducîndп-se în poziție frontală (fig , a) Se secționează apoi prisma cu un plan normal pe muchii, transformata prin desfășurare a acestei secțiuni fiind o linie dreaptă Poligonul de secțiune este în acest caz Ц— — k — [ ■— 'v Adevărata mărime a acestei secțiuni se găsește —prin rabatere în epură, rabaterea s-a executat pe planul rizontal de proiecție în — — — q Pentru desfășurarea prismei (fig , b) pe o dreaptă se măsoară lungimile Jo— , — , —l„ care reprezintă adevărata mărime a laturilor poligonului de secțiune, secțiune normală pe muchiile prismei Muchiile sînt normale pe secțiune, iar în desfășurare sînt normale pe transformata prin desfășurare a secțiunii Se trasează perpendiculare prin punctele , , , , pe care se măsoară segmentele de muchii corespunzătoare : prin l și sub linia de secțiune segmentul în OAO, iar deasupra liniei în OEO și așa mai departe, pentru fiecare muchie Unind punctele extreme Ao, Bo, Co, Ao, respec-o, se obține desfășurata fețelor laterale Pentru desfășurarea totală inclusiv a celor două baze, interesează și adevărata mărime a acestora în cazul de față se observă că o bază este în planul Я, iar cealaltă într-un plan de nivel, ambele fiind în adevărată mărime proiecție orizontală S-au struit astfel și cele două în desfășurare multe laturi, se descompun în o, o, > fețelor desfășurarea A m C О П- baze , , Desfășurat ea piramidei () piramidă se desfășoară în triunghiuri, cunos-cînd adevărata mărime a muchiilor sale, Fig Desfășurarea piramidei Fie dată piramida SABC (fig , a) și planul proiectant față de plartul orizontal de proiecție PPXP' Se propune desfășurarea piramidei pe un plan oarecare (în evantai) Poligonul de secțiune în proiecție orizontală este pe urma proiecție în — — , iar în proiecție verticală, în ' — ' — ' Adevărata mărime a muchiilor se găsește cu ajutorul rotației Se consideră o axă verticală de rotație zz' prin ss' Prin rotația de nivel se aduc muchiile SA, SB și SC în poziție frontală, cînd în proiecție verticală muchiile apar în adevărată mărime Cunoscîndu-se că punctele în rotație de nivel — Reprezentări geometrice pi сіевеп tehnic — od Desfășurarea piramidei pe planul bazei · se mișcă în proiecție verticală paralel cu linia de pămînt, se află adevărata mărime a segni e n tel or S — , S — și S — Desfășurarea piramidei (fig , ă) este formată dintr-o succesiune de triunghiuri, la care se cunoaște lungimea laturilor (muchiilor) Transformata prin desfășurare a poligonului de secțiune este o linie frîntă— Q — Desfășurarea piramidei pe planul bazei (în stea) consta în rabaterea fețelor laterale pe planul bazei Fie dată piramida SABC (fig ) Se rabate o față, de exemplu, SBC pe planul bazei Axa de rabatere va fi bc, iar punctul s se va rabate perpendicular pe axă Se poate efectua rabaterea unei muchii cu ajutorul unui punct m, m' de pe muchia sb, s'b', pentru se construiește triunghiul de poziție, aducîndu- în MQ Muchia rabătută ÒMOSO, iar muchia cS rezultă Pentru fața SAC se consideră axa de raba-ac, pe care se ridică o perpendiculară din S și se intersectează cu un arc de de deschiderea cs din c, rezultînd muchia aS Analog se procedează și pentru SAB care este tere fata Desfășurarea prin rostogolire Prin rostogolire, punctele descriu arce de cerc a căror proiecție verticală este perpendiculară pe axa de rostogolire, iar muchiile prismei rămîn paralele între ele Fie dată prisma ABC, EFG (fig ), care, pentru simplificare, a fost luată cu muchiile frontale, avînd deci adevărata mărime a muchiilor în proiecție verticală Se începe desfășurarea de la muchia AE = a e', cu fața ABFE Punctul b' va ajunge pe perpendiculara pe ac la intersecția cu arcul de cerc din a și de deschidere ab în Bo, baza fiind în proiecție orizontală în adevărată mărime Din Bo se trasează o paralelă la a e pînă întîlnește perpendiculara din f' pe a e' în Fo și așa mai departe pentru fiecare față Pentru a avea desfășurarea completă se construiesc pe cîte o latură și cele două baze în figura se prezintă și desfășurarea cu ajutorul unei secțiuni drepte (pe uchii) , Desfășurarea reducțiilor Trecerea de la o secțiune rectangulara la o alta secțiune rectangulară (reducție) poate fi efectuată ca în figura , a—d Proiecția mobilului pe baza MNP, spre P, are porțiune neintersectată și se întoarce Planului Q îi corespunde punctul de pe baza din stìnga, iar pe cea din dreapta și în spațiu nu are punct corespondent Planului Q îi corespunde pe baza din ștîrga punctul , iar la dreapta punctul și în spațiu punctul I A care se unește cu C Ultimul plan-limită QL conține proiecțiile punctului mobil în punctul , pe baza din stìnga și M în dreapta, punctul corespunzător acestora fiind M} de la care s-a pornit inițial Se remarcă faptul că proiecțiile mobilului parcurg de două ori cele două baze, cu excepția porțiunii neintersectate Unirea vîrfurilor poligonului de intersecție după această regulă, prin urmărirea proiecțiilor mobilului pe cele două baze sc numește legea mobilului Pentru unirea punctelor se întocmește tabelul Tabelul Л Unirfea punctelor de intersecție a doua prisme Proiecția mobilului pe baza MNP M N • * i N , M ■ M ! Proiecția mobilului pc baza ABC · в G G w ■ ■, C t Poligonul de intersecție * B; Nu 'Ί N, Ma w ■■ ■ » cs Vizibilitatea poligonului de inlersec|ie se obline șl ii ud eă pe fețe văzute există bjiii văzute șj invers· Pentru cu un poligon (Ic iiilcrsccțio su uib dus prin muchia В se găsesc punctele B și B de intersecție ale acesteia cu prisma MNP iar cu ajutorul planului auxiliar Q dus prin muchia C se găsesc punctele C și Cs de intersecție ale acesteia cu aceeași prismă MNP Pentru unirea punctelor se aplică regula numită legea mobilului, completîndu-se tabelul așa cum s-a arătat și la punctul anterior Vizibilitatea poligonului dc intersecție poate fi, de asemenea, trecută în tabeh construind rubrici pentru fiecare proiecție, atît pentru cele două poliedre, cît și pentru linia de intersecție Se notează cu linie întreruptă porțiunea din poligonul de intersecție nevăzută (adică situată pe fețe nevăzute) și eu linie continuă porțiunea văzută Poligonul liniei de intersecție este văzut dacă se află pe fețe văzute ale ambelor poliedre Poligonul liniei de intersecție poate avea o latură pe o față vizibilă a unui poliedru, care însă poate fi acoperită de o altă față a celuilalt poliedru, de asemenea, vizibilitatea în proiecție orizontală diferă de cea în proiecție verticală și, ca urmare, trebuie întocmite tabele cu vizibilitatea pentru fiecare proiecție în parte, - ί · , • Z Гс'з “pi -ρ'β к • » · • ’ ж k ч ГПД Planul dus prin muchia VM (respectiv, urma orizontala prin zn, / ) intersectează prisma SABC după un triunghi - —Λ care întîlnește muchia im în punctele și ni , care sînt punctele căutate Analog se duc plane auxiliare prin muchiile aceleiași piramide n și p, g&sindu-se punctele ηΊηΛρφ^ Cu planul auxiliar dus prin muchia C a piramidei SABC se găsesc punctele сл și c , la intersecția muchiei SC cu poligonul de secțiune al planului auxiliar (v- - ) Unirea punctelor prin legea mobilului și vizibilitatea sînt prezentate în tabelul , , în figura , b s-au întocmit diagramei *, desfășuratelor convenționale pentru cele două piramide reprezentate în epura din figura , a, pe care s-au trecut punctele de intersecție ale muchiilor unui poliedru cu fețele celuilalt și invers Pătrunderea se observă și aici, iar vizibilitatea rezultă imediat Tabelul Legea mobilului pentru intersecția a două piramdie Proiecția mo bi l и lui pe I baza ABC | —· c β â c j Proiecția mobilului pe bazq MN P Μ e» N P M M P N M j Poligonul de intersecție к — N % M М C P Νθ C М J — Poliedrul ABC L J — ¡ O r i— r •T ■ o o N L» - A — f- • — Г * Poliedrul MNP ~Ί F i μ I -Ξ o I N c Poligon de inters i ■ * · J > j r- ' · • · —· · F "■ “ * ’ N L —- «■M·» —, | Œ ‘Poligón de inters t· — "T t INTERSECȚII ÎN CAZURI PARTICULARE Intersecția a două poliedre — o prismă și o piramidă — a căror bază se Intersectează, piramida avînd înălțime mai mare în cazul cînd baza poliedrelor -este în același plan și se intersectează, punctele de intersecție cuprinse în planul respectiv sînt pe linia de intersecție Fie dată prisma MN PQ și piramida SABCD a căror bază este conținută în planul Ii și se intersectează (fig , , a) Prisma fiind dreaptă, fețele ei laterale formează plane proiectante verticale și, ca urinare, punctele de intersecție în proiecție orizontală sînt pe urma-proiecție a planului Se consideră, de exemplu, planul feței prismei jiiii, Acesta intersectează piramida dupa două drepte, respectiv muchia îxs în punctul J, ah în punctul desen tehnic — cd Fig, , Intersecția unei piramide avînd baza în planul H cu o prismă cu baza în planul V Planul auxiliar QiQíxQÍ dus prin muchia prismei ne, a'e intersectează baza piramidei în și , iar piramida după triunghiul s — / —care intersectează muchia prismei în și u Planul auxiliar dus prin muchia SN a piramidei secționează baza pris- mei în ' și ', iar prisma după un paralelogram, la intersecția căruia cu muchia η se oblin punctele n și n și, cu linie de ordine, / și n Se observă că linia de intersecție este o pătrundere, porțiunile nesecționate fiind pe aceeași bază (a piramidei) Pentru unirea punctelor s-a reprezentat pentru fiecare porțiune desfășurata convențională a fețelor (fig , /?) În cazul cînd se aplica legea mobilului pentru unirea punctelor și pentru vizibilitate proiecția mobilului se urmărește în două proiecții, și anume : în proiecție orizontala pentru piramidă și în proiecție verticală pentru prismă - Intersecția unei prisme orizontale cu o piramidă cu baza în planul ori* zonta! { prin schimbarea planului vertical dc proiecție Se consideră data prisma orizontală ABCD și piramida SMNP (fig , a) Prin schimbarea planului vertical de proiecție se aduce prisma în poziție de capăt, bețele prismei sînt, de asemenea, plane de capăt, obținîndu-se direct punctele de intersecție ale muchiilor sjpi în [ și 'v respectiv spn' în și [ Pentru muchiile prismei se duc prin sx, plane auxiliare de capăt Astfel, planul auxiliar Q dus prin muchia intersectează baza piramidei în și , iar piramida după triunghiul s— — , care se intersectează cu d = în d și d etc Unirea punctelor și vizibilitatea liniei de intersecție s-au reprezentat în figura , b cu ajutorul desfășuratelor convenționale ale fetelor Intersecția unei prisme verticale cu o prismă frontoorizontală Se consideră prisma verticală MNPQ și prisma frontoorizontală ABC (fig , ă) Planele auxiliare, paralele cu muchiile ambelor prisme, vor fi plane de front Se observă că este necesară și proiecția pe planul lateral, precum și că linia de intersecție este o rupere Fețele prismei verticale fiind plane verticale, punctele de intersecție ale muchiilor A și C ale prismei frontoorizontale cu acestea se determină direct (aL, a[, a , ^ ' C , C ȘÎ £β> C ) Pentru muchiile prismei verticale se duc plane de front, de exemplu planul F prin muchia p, a cărui urmă laterală F intersectează baza în p și pj (fețele prismei frontoorizontale fiind plane paralele cu Ox, adică perpendiculare pe planul lateral W) Linia de intersecție este distinctă numai în proiecție verticală Pentru unirea punctelor și pentru vizibilitate s-a întocmit diagrama desfășuratelor convenționale ale fețelor (fig , b) în cazul aplicării legii mobilului se urmărește proiecția mobilului pe baza prismei verticale în proiecție orizontală și proiecția mobilului pe baza prismei frontoorizontale în proiecție laterală (tab ) t· · ·* · ,- — r ’ "V · v Legea mobilului pentru intersecția a două prisme particulare " TuòeZuí α η m Poligonul ¿g nter secție Мд Poligonul de r der secție α Proecțki rncbi' ubji pe ABC " " " baza roecția mobitulu: pe baza MNPQ baza MNPQ Nq Q b n ORIZON TAL VERTICA L Fig Intersecția unei piramide avînd « ;> /и г ï baza în planul H cu o prisma cu baza într-un plan oarecare, prin schimbarea planelor de proiecție Intersecția a două prisme cu baze în plane diferite Fie dată misma RC fn pl“ul ori“n,“ i p“n’“ *”л «-· ' “ ‘ Printr-un punct arbitrar ales i ¿'se duc două drepte concurente Dt și Da> paralele cu muchiile prismelor Dreptele D, și Da determină planul QQXQ' Planele auxi- Fig Intersecția unei prisme verticalei cu o prismă frontoorizontală liare duse prin muchii vor fi paralele cu planul Q Se observă că urmele verticale ale planelor auxiliare duse prin muchiile MR, NQ și PS vor trece prin n' și p' (care sînt urmele verticale ale muchiilor), iar planele auxiliare duse prin muchiile AE, BF și CG ale celeilalte prisme vor avea urmele orizontale prin a b și e Planul auxiliar Qk dus prin muchia A are urma orizontală prin a paralelă cu Q, urma verticală prin (? ίΡ și paralelă cu Q' Urma verticală intersectează baza în Г și ', planul Q} secționează prisma MNP după un patrulater ale cărui doua laturi întîlnesc muchia a' e' în și Ug e^c’ $e observă că linia de intersecție este o pătrundere Pentru unirea punctelor și vizibilitatea liniei de intersecție s-a întocmit diagrama desfășuratelor convenționale ale fețelor, pentru fiecare proiecție (fig, ,o , b) , Intersecția a două prisme qareeare, una avînd baza în planul H alia într-un pian oarecare, cu ajutorul proiecției paralele Fie date prismele ABC, EFG și MNP, QRS (fig , a) Se proiectează muchiile prismei ABC, EFG pe planul orizontal de proiecție, paralel cu planele fețelor prismei MNP, QBS Se știe că în acest caz punctele de intersecție ale celor două prisme se vor proiecta pe urma orizontala a fețelor respective Astfel, muchia ΛΕ se proiectează pe planul II în axe}, intersectînd baza mnp în J și Cu proiectante inverse se obțin pe ae punctele o și щ în proiecție orizontală, iar proiecțiile verticale îz și Capitolul CONUL, CILINDRUL $ SFERA CONUL Reprezentarea eonului Conul este o suprafață generată de o dreaptă care se sprijină pe o curbă numită directoare și trece în permanență printr-un punct fix numit virful conului Acesta împarte conul în două pinze (fig , a și è) Conurile se clasifică după curba de bază: cerc (con circular), elipsă (con eliptic) etc Dacă directoarea este o linie dreaptă, suprafața devine plană în epură (fig , c), o suprafață conică oarecare se reprezintă prin dubla proiecție ortogonală a directoarei și a vîrfului Se observă că poziția oricărui punct de pe suprafață este determinată, de exemplu p, p, deoarece prin aceasta și prin v, v' se poate duce o dreaptă care se sprijină pe directoare în m, rri și deci se găsește proiec'ia de nume contrar a generatoarei, pe care, cu linie de ordine se găsește proiecția punctului Л > ¿Epura unui eon circular oblic este reprezentată în figura prin proiec-țiile directoarei (care este un cerc conținut în planul orizontal de proiecție, numit bază), prin proiecțiile vîrfului conului v, v' și prin generatoarele remarcabile (de contur aparent orizontal și vertical) în proiecție verticală, conturul aparent este format de generatoarele va, va și vb, v' b', a doua nevăzută în proiecție orizontală De asemenea, în proiecție orizontală, conturul aparent este format de generatoarele vd, v'd' și cv, c'v, ultima nevăzută în proiecție verticală, ca și partea corespunzătoare din bază (cdb) Un punct M este situat pe con cînd este situat pe o generatoare a conului Determinarea planului tangent la con Planul tangent într-un punct la con (sau la cilindru) este tangent generatoarei ce trece prin acesta (în tot lungul generatoarei) Fig , Generarea eonului Û Fie G și Gi generatoarele unui con a cărui directoare este C (fig , a) Se trasează o curbă Ci pe suprafața conului, care întîlnește generatoarele în punctele В și Bt Cele două generatoare determină un plan, fiind concurente ; secantele AAt și BBL conținute în același plan sînt concurente în I, Se deplasează generatoarea GL astfel ca să se suprapună peste G Punctul Ai se suprapune peste A, iar punctul peste B Secantele vor deveni tangente la curbele Ci și C în punctele В și A Planul tangent în A este definit de tangenta АЦ și generatoarea G, iar cel din punctul B de tangenta ВЦ și generatoarea G Dar G, АЦ și ВЦ sînt în același plan, rezultă că planul tangent în A și B este același Cum B are poziție independentă pe generatoare, înseamnă că planul este tangent în tot lungul generatoarei Rezultă că : planul langent într-un punct pe suprafața unui con sau a unui cilindru este determinat de generatoarea ce trece prin el și de tangenta la directoare, în punctul în care este întilnită de generatoare (fig , b) Toate planele tangente la con trec prin vîrful lui, iar cele tangente la cilindru sînt paralele cu generatoarele Un con sau un cilindru este înfășurătoarea planelor sale tangente, iar baza este înfășurătoarea urmelor planelor tangente pe planul bazei Pentru un con sau un cilindru de revoluție, planul tangent în lungul unei generatoare este perpendicular pe planul format de generatoarea de tangență și de axa suprafeței Vîrful conului este un punct singular al suprafeței, iar planul tangent în acest punct este nedeterminat , Plan tangent la con întruni punct pe suprafață Fie dat conul cu baza un cerc în planul orizontal de proiecție, cu centrul în ω, ω și de raza ?, iar vîrful r Vizibilitatea în epură rezultă din figura , c Fie m' proiecția verticală a unui punct Prin care să se ducă un plan tangent la con Planul tangent la con va fi tangent la generatoarea ce trece prin m' Această generatoare are urma h, h , respecta υ Ca urmare, în proiecția orizontală, punctului m din proiecția verticală u corespunde l ■ Planul ioni/eiit este definit de generatoare și de tangenta la directoare, care este *· ·'· ··■₽·» >“ J în / , care întîlnește linia de pămînt în Tx Pentru a construi urma verticală a planului se duce o orizontală, prin zn, m' a cărei urmă verticală este v , v și, după cum se știe, T' va trece prin a · Planul tangent prin m[ este, de asemenea, construit analog, în figura , c , Plan tangent la con, paralel cu o dreaptă dată Fie dat conul din figura , prin proiecțiile vîrfului a, i/, baza în planul orizontal de proiecție un cerc, cu centrul în ω, ω', de rază H, și o dreaptă d, d' Se propune construirea planului tangent la con, paralel cu dreapta dată Se duce o dreaptă d d[ prin vîrful conului Planul tangent la con trebuie să conțină această dreaptă, adică urmele lui să treacă prin urmele dreptei Urma orizontală a planului trebuie să fie însă și tangentă la bază Prin proiecția orizontală a urmei orizontale a dreptei /ιυ se duce urma orizontală \ a planului, care întîlnește linia de pămînt în T{x Proiecția verticală a urmei verticale a planului T[ va trece prin i\, proiecția verticală a urmei verticale a dreptei Se observă că problema are două soluții, deoarece prin se poate duce și urma T , tangentă la bază, care, la fel, întîlnește linia de pămînt în T xi urma verticală T trecînd la fel prin v[ Dreapta d^ d[ fiind conținută atît în planul P, cît și în planul Px este tocmai dreapta lor de intersecție, lucru ce rezultă și din epură (are urmele pe urmele ambelor plane) Plan tangent la con dus printr-un punct exterior M în acest caz se duce o dreaptă prin punctul M și vîrful conului, redueîndu-se astfel problema la cea precedentă Plan tangent într-un punct la suprafața unui con, avînd însă baza într-un plan oarecare Fie dat conul cu baza în planul P, plan dat prin urmele sale, cu centrul în punctul ω, ω' și vîrful i>, z/, precum și punctul zn, rn de pe acest con (fig ) Să se ducă un plan tangent la con Proiecțiile bazei conului sînt elipse, epura lor obținîndu-se cu ajutorul ridicării din rabatere Conturul aparent rezultă imediat Prin vîrful v, v și in, m' se duce generatoarea cu urma în punctul n, n' Fig, Plan tangent la con, paralel cu o dreaptă dată Fig Plaxi tangent la un con avînd baza într-un plan oarecare Fig Secțiuni plane in conul de revoluție : a — triunghi ; b — cerc ; c — elipsă ; d — parabolă ; e — hiperbolă Se poale duce o dreaptă tangentă într-un punct la o elipsă, dreaptă care, împreună cu gencratoarea definește complet planul Se poate ridica și din rabatere acest punct împreună cu tangenta, cu ajutorul dreptei Ω Ν Secțiuni plane prin con Teorema lui Dandelin Un plan oarecare secționează nn con de revoluție după o conică, ce este o elipsă, o hiperbolă sau o parabolă, după cum planul dus prin vîrful conului, paralel cu planul de secțiune, întîlnește conul după două generatoare imaginare, reale sau confundate Un plan trecînd prin vîrful conului poate intersecta conul după două generatoare, iar un plan perpendicular pe axă, după un cerc Schematic, aceste secțiuni plane sînt reprezentate în figura • * - Secțiune eliptică prin con Fie dat planul P și conul de revoluție cu vîrful în V (fig , ă) Se înscriu în con două sfere, tangente la con după cercurile ССг și EEL și la planul P în punctele F și Fx Să se arate că secțiunea este o elipsă cu Fig , Secțiunea eliptică prin eon focarele în aceste puncte Fie VGMI o generatoare a conului Dreptele MP\ și MI sînt tangente sferei inferioare, deoarece dreapta Ml , v se duce dreapta δ, δ' Cele două drepte definesc un plan, a cărui urmă ■r* T trece prin urmele dreptelor Planul secționează conul după un triunghi v — — , ' -« - ’ - - - r j I -care întîlnește dreapta în punctele m, ni și n, n' Vizibilitatea este evidentă Desfășurarea eonului Proprietatea esențială a desfășurării conurilor sau a cilindrilor este, ca și la poliedre, că lungimile și unghiurile liniilor trasate pe Fig, , Desfășurarea conului de revoluție în cazul unui con circular drept, secționat de un plan (fig ), generatoarele de contur aparent sînt în adevărată mărime, iar prin desfășurare se obține un sector circular, cu lungimea arcului egală cu lungimea cercului de bază Punctele de intersecție ale generatoarelor se obțin în adevărată mărime prin rotație de nivel în poziție frontală Unghiul α corespunzător sectorului circular în desfășurare are valoarea (la conul de rotație) ° В a = - G în care : R este raza cercului bazei ; G — lungimea generatoarei Restul rezultă din epura Teorema lui Olivier : transformata prin desfășurare a unei secțiuni plane într-un con are un punct de inflexiune in punctul corespunzător puno lului de pe suprafață, pentru care planul tangent este perpendicular pe planul secant c Ui U( co a v b Fig Demonstrarea teoremei lui Olivier Se considera conni limita către care tinde piramidă a cărei bază este înscrisă într-un cerc, cînd numărul fețelor crește mult Se înscrie în con o piramidă care are o față frontală ѴЛВ (fig ), porțiunea de piramidă considerată fiind VA/^CD Se secționează această suprafață a piramidei cu un plan de capăt PPxPf Acest plan este perpendicular pe fața VAB Se desfășoară suprafața pe planul dc front al feței VAB, care este propria sa desfășurată, iar m'n' este transformata prin desfășurare a dreptei de secțiune a feței cu planul dat Se rabat în acest plan și laturile alăturate ale poligonului de secțiune Axele de rabatere sînt d v și b'v' Se construiesc triunghiurile de poziție pentru punctele Q și R, care se rabat în Qo și Ro Se observă că rabaterile sînt de o parte și de alta a laturii m'n' La limită, această dreaptă, respectiv P' devine tangentă la curba transformată, pe care o traversează în punctul său de contact, ce se găsește pe generatoarea de contact,, dintre planul tangent la con, perpendicular pe planul secant In cazul conului de gradul doi, transformata secțiunii nu are punct de inflexiune cînd una din generatoarele sale este perpendiculară pe planul secant, în acest caz avînd numai curbură nulă Desfășurarea unui con oblic Fie dat conul din figura , a Pentru а-l desfășura se înscrie în acesta un poliedru cu un număr suficient de fețe, găsind adevărata mărime a muchiilor — prin rotație — și apoi reprezentînd desfășurata (fig , ò), unind cu o linie curbă extremitățile generatoarelor desfășurate în punctele de urmă Se observă că transformata liniei bazei are astfel două puncte de inflexiune și anume acelea în care planele sînt tangente la con în lungul generatoarelor de contur aparent orizontal și totodată perpendiculare pe planul H Aceste puncte sînt Co și Fq în figură s-a evidențiat trunchiul de con CILINDRUL Definiții Cilindrul este un con al cărui vîrf este aruncat la infinit Ca urmare, cilindrul are generatoarele paralele și este determinat atunci cînd se cunoaște curba directoare și direcția cu care generatoarele sînt paralele Cînd generatoarea se rotește în jurul unei axe cu care este paralelă, iar curba directoare este un cerc, cilindrul se numește de revolufie Dacă directoarea este conică, cilindrul este de ordinul al doilea — eliptic, hiperbolic, sau parabolic (fig ) » a b c iFiig , Suprafețe cilindrice Fig\ Punct pe suprafața cilindru- Fig Plan tangent la cilindru într-un punct lui pe suprafață Epura cilindrului Un cilindru este determinat în epură cînd se cunoaște proiecția curbei directoare pe planele de proiecție și direcția cu care generatoarele sînt paralele epură mai expresivă se obține însă prin reprezentarea conturului aparent orizontal și vertical în figura este reprezentat în epură un cilindru cu baza un cerc situat în planul orizontal de proiecție, cu centrul în punctul ω ? , ν' Problema poate avea patru soluții, trei, două, una sau nici una, așa cum se arată în figura , b (considerînd același vîrf pentru ambele conuri) Plane tangente la cilindru Să se construiască un plan tangent la cilindrul din figura , care să facă un unghi dat α cu planul orizontal de proiecție Acest plan trebuie să fie paralel cu planul tangent la un con, care face unghiul α cu planul orizontal de proiecție Pentru a fi însă tangent și la cilindru, va trebui să conțină o generatoare a cilindrului respectiv, planul tangent la con să conțină deci o dreaptă paralelă cu generatoarele cilindrului în epură, din punctul arbitrar m, ni' se descrie un con ale cărui generatoaie tac unghiul α cu planul orizontal de proiecție Prin același punct se duce apoi o dreaptă paralelă cu generatoarele cilindrului, a cărui urma este Planul va trece piin hj și va fi tangent la conturul bazei PL Urma verticala se poate construi cu ajutorul frontalei mh ¿, Planul Ί\ tangent la cilindru va fi paralel cu acest plânși tangent Fig Plan tangent la cilindru, care ¿face unghiul a cu planul Η л la o generatoare, respectiv urma lui va trece prin urma generatoarei Numărul soluțiilor depinde de poziția punctului /η, adică dacă acesta este exterior cercului, cu centrul în m, pe cerc, sau în interior (cînd nu are soluții) ; se observă că în epură acestea sînt planele Ί\ și T în cazul planelor care fac unghiuri date cu planul vertical de proiecție, problema se rezolvă analog Secțiuni plane prin cilindru Teorema lui Bandolín : secțiunea făcută ele un plan oarecare într-un cilindru de revoluție este o elipsă Fie dat cilindrul din figura secționat de planul P după o curbă Să se arate că aceasta este o elipsă Se înscriu în cilindru sferele cu centrul în Ω și Oi tangente la planul secant în F și F± Sferele sînt tangente la cilindru după cercurile AC și BD, ale căror plane sînt paralele, adică generatoarele sînt egale :AB = CD = = PQ etc Considerînd pu netul; M pe curba de secțiune^de pe generatoarea PQ se pot scrie egalitățile : MF — MQ și MFY == MP, avînd tangentele dintr-un punct la o sferă egale Adunînd cele două egalități se obține : MF + MFA — MQ + MP —constantă și ca urmare punctul M este pe o elipsă Se observă că, dacă planul secant este perpendicular pe generatoare, secțiunea este un cerc, iar în cazul cînd planul este paralel cu generatoarele, secțiunea este după două generatare Secțiunea plană în cilindru utilizimi plane proiectante Fie dat în epura cilindrul cu baza în planul orizontal de proiecție și planuPPPJ?' ) Secțiunea va fi o elipsă care se poate construi prin puncte, cu ajutorul planelor auxiliare proiectante duse prin generatoare Fig Secțiuni plane în cilindru Fig Secțiune plană în cilindru, utilizînd plane proiectante Desfășurarea unui cilindru cu ajutorul unei prisme înscrise în cilindru Un cilindru drept se desfășoară pe un plan ca un dreptunghi, cu baza egală cu perimetrul bazei, iar înălțimea egală cu generatoarele Cilindrul oblic poate fi considerat o prismă cu un număr foarte mare de laturi, în care se înscrie o prismă cu un număr suficient de fețe, apoi se procedează ca și în cazul prismei (secționînd cilindrul cu un plan perpendicular pe generatoare, pentru a obține în desfășurare o dreaptă) în figura , a este reprezentat un cilindru oblic cu generatoarele frontale, secționat de un plan P perpendicular pe generatoare, și secțiunea acestuia, iar în figura , b este reprezentată desfășurarea acestui cilindru Se observă că punctele c și g sînt puncte de inflexiune, în acestea planul tangent fiind perpendicular pe planul secant Piesele de legătură (de tranziție) între o secțiune rectangulară și una circulară pot avea forma reprezentată în figura Piesa de legătură este formată din porțiuni plane și suprafețe conice Astfel porțiunile plane sînt ABE\ BCF, CDG și ADI, iar cele conice AEI, BEF, CFG și DGI Pentru rabaterea planelor se observă că fața ABE este situată într-un plan paralel cu Ox și se poate rabate cu ajutorul triunghiului de poziție pe planul de nivel ABCD Rabaterea se poate face, în acest caz, și fără triunghiul de poziție, observîud că planul BCF este în poziție de capăt, punctul F rahătîudu-se în Fo Suprafețele conice se desfășoară înscriind în acestea suprafețe piramidale și determinînd adevărata mărime a muchiilor (generaloarelor) АВ, А/, A ?, Aò, Al prin rotație de nivel, în jurul unei axe vertical© ce trece prin v irful A, caie nu a fost reprezentată în epură ΐ •ininjpUHp uoaujnèçjîwa * S‘¿ Intersecția dintre o dreaptă și un cilindru Fie dat cilindrul cu baza un cerc situat în planul II și o dreaptă d, d' (fig ) Se caută punctele de intersecție ale dreptei cu cilindrul Pentru aceasta se duce un plan auxiliar prin dreaptă, paralel cu generatoarele cilindrului care secționează cilindrul după două generatoare a căror intersecție cu dreapta dală sînt punctele căutate în epură, printr-un punct i, f al dreptei d, d' se duce o dreaptă r/p r/¡, paralelă cu generatoarele cilindrului Cele două drepte concurente determină un plan, a cărui urmă P trece prin Л, li și intersectează baza în și , iar aceste generatoare întîlnesc dreapta în punctele mm', nrí, care sînt punctele căutate Vizibilitatea este evidentă și rezultă din epură , SFERA Fig Intersecția cilindrului cu Definiții Sfera este o suprafață gene-o dreaptă rată de un cerc care se rotește în jurul unuia din diametrele sale (fig ) O sferă se proiectează după un cerc atît pe planul orizontal, cît și pe planul vertical de proiecție, avînd raza egală cu a sferei Cercul de contur aparent orizontal se numește cerc ecuator, iar cel de contur aparent vertical se numește cerc meridian Cercul ecuator are proiecția verticală c'd', iar cel meridian are proiecția orizontală ab Punctul m m este" situat pe cercul meridian, punctul n, rí pe cercul ecuator Sc observă că in cazul cînd se dă proiecția de un fel, acesteia îi corespund două proiecții de celălalt fel Dacă se dă un punct p, p în proiecție verticală pe o sferă și se cere proiecția de nume contrar, se duce un plan de nivel N prin p , care secționează sfera după un cerc concentric în ω, cu diametrul a^ Se trasează acest cerc și se coboară linii de ordine din p în respectiv p Plan tangent la sferă iiitr-un punct de pe suprafață Fie dată sfera de rază R și centrul ω, ω' (fig ) și un punct m, m pe sferă Să se traseze un plan tangent Fig Sfera Fig Plan tangent la sferă într-un punct de pe suprafață Fig Plan tangent la sferă și paralel cu un plan dat la sferă prin punctul M Se știe că raza în acel punct va fi perpendiculară pe plan Se duce o orizontală a planului tangent, a cărei proiecție orizontală este mu perpendiculară pe rază, iar cea verticală m'ν', paralelă cu Ox L’nna verticală Τ' a planului trece prin и și este perpendiculară pe rază, urma orizontală prin Tx și perpendiculară pe rază (paralelă cu mu) Plan tangent la sferă și paralel cu un plan dat Se consideră dată sfera din figura și planul PPXP' Se propune construirea unui plan tangent la sferă și paralel cu planul dat Se știe că un plan vertical sau de capăt este tangent chiar la conturul aparent, respectiv la cercul ecuator sau meridian Cu ajutorul rotației se poate aduce un plan într-o astfel de poziție Printr-o rotație de nivel iu jurul unei axe ce trece prin ω, ω', s-a adus planul P în poziția de capăt cu ajutorul unei orizontale d, d' Se duce apoi planul T , paralel cu acesta, tangent la cercul meridian Punctul de tangență este mL, m[ Cu ajutorul unei rotații inverse se aduce planul în poziția T , paralel cu P, punctul de tangență ajungînd în poziția m ai A doua soluție constă în trasarea planului tangent în n, n' Plan tangent la sferă și care trece printr-o dreaptă dată Fie data siéra cu centrul în ω, о/de rază Я precum și o dreaptă d, d' Printr-un punct al dreptei se descrie un con tangent sferei (circumscris) Planul tangent la sferă va conține dreapta și va fi tangent conului în epură (fig ) s-a dus un plan de nivel N prin ω, ω' care intersectează dreapta D în punctul s, s' Se duc tangentele sa și sbt la sferă in proiecție orizontală care formează conturul aparent orizontal al conului Cercul de tangență al conului cu sfera esiti cuprins în planul vertical cu urina orizontală prin ab, plan care intersectează dreapta d, d' în punctul с, c , Planul tangent este determinat de dreapta d, d' și de tangentele din c, c' la cercul de tangență al conului cu sfera, adică există două soluții Fig , Plan tangent ia sferă și care trece printr-o dreaptă dată Pentru a cunoaște tangentele din punctul c, c' la cercul de tangență se rabate cercul de tangență al conului cu sfera pe planul de nivel N De asemenea se rabate și punctul c, c în Co, din care se duc tangente la cercul rabătut în / - respectiv în No care se pot ridica din rabatere Dreptele d, d' și cm, cm determină un plan tangent, celălalt plan tangent fiind determinat de dreptele d, d' și cn, cri Secțiune plană prin sferă cu un plan proiectant Se consideră dată sfera cu centrul în ω, ω' și planul de capăt PPXP' (fig ) Să se găsească secțiunea plană prin sferă Aceasta va fi un cerc, a cărei proiecție verticală este pe urma proiecție a planului, iar proiecția orizontală este o elipsă Axa mică a acestei elipse este ab, puncte ce se obțin direct din proiecția verticală, cu linii de ordine Axa mare este perpendiculară pe aceasta și la mijlocul său prin e, c și se obține secțio-nînd sfera cu un plan de nivel Nx la mijlocul cercului de secțiune db' = cd Ducînd însă un plan de nivel prin ω', acesta se intersectează eu planul dat P după o dreaptă de capăt, iar cu sfera după un cerc, care este tocmai cercul ecuator In punctele comune /*' f' și (j, (j elipsa este tangentă la conturul aparent orizontal Secțiuni plane prin sferă cn un plan oarecare Vie dată sfera din figura l si planul secant PPÂP‘ care trece prin centrul sferei Secțiunea este un cerc, care se proiectează după cîte o elipsă pe cele două plane de proiecție Elipsele se construiesc prin puncte, cu ajutorul unor plane auxiliare de nivel sau de front Astfel planul auxiliar de nivel N care trece prin ω' intersectează planul P după orizontala d, d', iar sfera după cercul ecuator Orizontala și cercul J se intersectează in punctele a, a', respectiv />, /Л care sini două din punctele căutate Segmentul ab este tot odată axa mare a elipsei în proiecție orizontală Axa mică se poate construi luîud un plan auxiliar vertical RL prin centrul sferei, avînd urma orizontală perpendiculară pe urma P a planului Se intersectează aceste plane, obținîndu-se dreapta hi ω, Ζ^ω' (prin ω, ω') Axa mică a elipsei este proiecția orizontală a diametrului cercului de secțiune situat pe dreapta Ζιχω, h[(ù Se rabate planul pe planul de nivel al ecuatorului Cercul de secțiune al planului coincide cu cercul ecuator Punctul ω, ωζ este fix, iar punctul h își păstrează cota fală de planul de nivel N, ajungînd în P Punctele de intersecție ale dreptei cu cercul de secțiune sînt Fo și Gq, care ridicate din rabatere |àjüng în f, respectiv în g Analog se procedează și pentru proiecția verticală a cercului de secți- une, constiuindu-se cu ajutoiul unor pjg · Secțiune plană în sferă cu un plan plane de front F și respectiv de capăt P - oarecare Intersecția unei drepte cu o sferă, cînd dreapta trece prin centrul sferei Se consideră dată dreapta d, d' și sfera cu centrul în ω, ω' de rază R (fig , a) Se caută punctele de intersecție dintre dreaptă și sferă Se știe că cercul meridian a rezultat prin intersecția unui plan de front, ce trece prin ω cu sfera Prin rotație de nivel, în jurul unei axe verticale ce trece prin ω, ω' se poate aduce dreapta în acest plan, adică punctele de intersecție în poziție rotită să coincidă în proiecție verticală cu conturul aparent în epură, dreapta s-a rotit în poziția d d[ cu ajutorul punctului Д/, obținîn-du-se punctele α[ \, de unde cu rotație inversă se obține a, a, respectiv ă, br, punctele căutate , Intersecția unei drepte cu o sferă cînd dreapta nu trece prin centrul sferei Fie dată dreapta d, d' și sfera cu centrul în ω, ω' de rază R, centrul nefiind situat pe dreaptă (fig , ă) Să se găsească punctele de intersecție dintre dreaptă și sferă Pentru aceasta se consideră planul definit de dreapta d, d' și de centrul sferei ω, ω' și se rabate acest plan pe planul de nivel ce trece prin centrul sferei Cercul după care acest plan taie sfera coincide cu conturul aparent orizontal, iar dreapta rabătută Do îl intersectează în punctele Ao și Bo, care, ridicate din rabatere ajung în a, a' și b, b' Rabaterea s-a făcut în jurul orizontalei ηω, η'ω\ cu ajutorul triunghiului de poziție (punctul m, m'), punctul n, n' fiind fix Problema mai poate fi soluționată și rotind dreapta în poziție particulară — de nivel sau de front — și secționînd sfera eu un plan de nivel sau de front ce trece prin dreaptă La intersecția cercului de secțiune cu dreapta în poziție rotită se obțin punctele, care, cu rotație inversă, se aduc pe proiecțiile inițiale ale dreptei Fig , Intersecția sferei cu o dreaptă , Intersecția unei drepte cu o sferă prin schimbări de plane Fie dată sfera cu centrul în ω, ω', de rază R și dreapta d, df (fig , c) Pentru a determina punctele de intersecție se face o schimbare de plan de proiecție, aducînd dreapta în poziție particulară, de exemplu frontală Se secționează apoi sfera cu un plan de front F dus prin dreaptă, care secționează sfera după un cerc concentric în la intersecția căruia cu d[ se obțin punctele mti m[ și nj, respectiv m m', n, n' Intersecția unei drepte cu o sferă cu ajutorul rabaterii Se consideră dată sfera și dreapta AR din figura , d Pentru a determina punctele de in tersecție se poate duce un plan proiectant prin dreaptă, de exemplu, vertical ; se rabate planul împreună cu dreapta și cu secțiunea prin sferă pe planul orizontal de proiecție obținîndu-se punctele MQ și No, care se ridică din rabatere în m, m' și η, n Restul rezultă din epură Desfășurarea eu aproximație a sferei Sfera este o suprafață nedesfă-su rabila Cu aproximație ea se poate desfășura secționînd-o cu plane proiectante verticale ce trec prin centrul sferei (fig , n), care împart sfera in părți numite fuse sferice Lungimea cercului fiind nR, un fus are lățimea la ecuator kR kR ~ ’ iar lungimea fusului sferic Secționînd sfera cu plane de nivel intermediare, se obțin puncte suficiente pentru a putea construi cît mai exact desfășurata (fig , b) Sfera se mai poate desfășura și secționînd-o cu plane de nivel și obținînd zone sferice (fig , a și b) — — * -* X*··· ··*"«,* -* · -Sz "· , T* INTERSECȚIA SUPRAFEȚELOR CURBE Intersecția a doi cilindri Intersecția suprafețelor curbe se face la fel cu a poliedrelor, ducînd însă, de data aceasta, plane auxiliare prin generatoare și nu prin muchii în cazul a doi cilindri, planele auxiliare se iau paralele cu generatoarele ambilor cilindri Direcția acestor plane se determină construind două drepte concurente printr-un punct arbitrar, paralele cu generatoarele și determinimi urmele orizontale ale acestora Se consideră în epură dati doi cilindri (fig , u) cu baza cîte un cerc situat în planul orizontal de proiecție Linia de intersecție dintre aceștia va fi o curbă strîmbă în spațiu Planele auxiliare necesare găsirii punctelor de intersecție ale generatoarelor se găsesc ducîndu-se paralele la generatoarele ambilor cilindri Prin punctul arbitrar r, / se duc dreptele r zx, și ră , r' i' care determină un plan, paralel cu care se duc planele auxiliare Ducînd planele-limită se observă că intersecția este o rupere Pentru ușurință se pot nota urmele generatoarei j г pe un cilindru cu litere, iar pe celălalt cu numere Planul-limită dus prin generatoarea a intersectează celălalt cilindru după generatoarele cu urmele în și , care întîlnesc generatoarea « în punctele și « , punctele căutate Proiecția lor verticală se obține cu linii de ordine pe generatoarea corespunzătoare Următorul plan auxiliar se duce prin generatoarele b și c Acesta secționează cilindrul celălalt după generatoarele și , obținîndu-se punctele respectiv c La fel se procedează și pentru celelalte plane auxiliare Unirea punctelor se face pe baza legii mobilului, întocmind tabelul ca și în cazul poliedrelor Vizibilitatea liniei de intersecție și unirea punctelor poate fi făcută și cu ajutorul diagramelor desfășura!clor convenționale, așa cum este arătat în figura , b — Reprezentări geometrice pi deaen tehnic — cd Fig Desfășurarea sferei în zone sferice ORIZCN'TAL VERTICAL Fig Intersecția a doi cilindri Legea mobilului pentru intersecția a doi cilindri Tabelul Proiecția mobilului pe baza cilindrului A в D F к M к F D в A c E G J L N L J G E C A I Proiecția mobilului pe baza cilindrului ? В I Linia d e inter secție > A ° fe hü « M « ’ F ° B A C E θ? J L N L J G E c k i ; в ч I O c CD O ți N - h - N I - c * — bazo Ωι n» — t —* ЙЫІ «ж baza A A L-ι w » linia de intersecție > —— M» M «Ла· — I C * ω I baza а - w I σ > ìs I N C ~ I bazo H - limo de intersecție а -И - А— « — «я* — Intersecția unui cilindru cu un con Fie dat cilindrul și conul cu baza în planul orizontal de proiecție (fig ) Se propune aflarea liniei lor de intersecție Planele auxiliare vor trece prin vîrful conului și vor fi paralele cu generatoarele cilindrului în epură s-a dus dreapta , ' prin v, ν', paralelă cu generatoarele cilindrului Urmele planelor auxiliare vor trece prin proiecția orizontală a urmei orizontale h a dreptei , ' Ducînd planele-limită se observă că intersecția va fi o pătrundere Punctele de intersecție se obțin ca în cazul precedent, ducînd plane auxiliare prin generatoare Astfel planul-limită dus prin generatoarea a a conului intersectează baza cilindrului în punctele și , urmele generatoarelor după care planul auxiliar secționează cilindrul Aceste generatoare se intersectează cu generatoarea a în punctele «L și a , punctele căutate în proiecție verticală acestea se ridică pe generatoarea corespunzătoare Următorul plan proiectant dus prin generatoarele ύ și c ale conului intersectează cilindrul după generatoarele și , obținîndu-se punctele Z> și ă , respectiv c și c, Unirea punctelor se face, de exemplu, aplicînd legea mobilului, pe baza tabelului , care conține și vizibilitatea liniei de intersecție Tabelul Legea mobilului pentru intersecția unui cilindru cu un con Baza paza Proiecția mobilului baza Ώ Proiecția mobilului pe baza £ • î · · I · · * I I Fu-Í- · · Intersecția eli i η cl г ui ui cu un cem f Intersecția a două conuri Fie date doua conuri cu bazele cercuri conținute în planul orizontal de proiecție și cu centrele în ωυ respectiv ω , ω Se propune aflarea liniei lor de intersecție Planele auxiliare se iau prin generatoare și conțin dreapta care unește cele două vîrfuri Se duce aceasta dreapta o, δ (fig ), urma ei orizontală fiind Л, / ' Planele auxiliare vor avea urinele prin //, deoarece toate conțin dreapta ce trece prin Vx și V Caracterul liniei de intersecție este o rupere, după cum se vede din pianele-limită Se caută cîteva puncte de intersecție Planul auxiliai dus pi in genei atoaren a intersectează baza conului cu vîrful în v,¿ în punctele de urma ale geneiatoarelor si , Aceste generatoare îutîlncsc generatoarea d în pu udele și n , caic sînt două din punctele căutate Proiecția verticala a acestor puncte se găsește cu linii de ordine pe generatoarea corespunzătoare ci · Planul auxiliar dus prin generatoarele A și c secționează celălalt con după generatoarele o și care se intersectează in punctele A , Ад, respectiv Cj, Сд, acestea fiind punctele căutate, și așa mai departe Pentru unirea punctelor și aflarea vizibilității liniei de intersecție, se aplică legea mobilului (tab ) Același rezultat se poate obține și construind diagramele desfășuratelor convenționale ale celor două conuri Tabelul Legea mobilului pentru intersecția a două conuri Intersecția dintre un cilindru și un con, cu bazele în plane diferite Fie dat conul cu baza un cerc situat în planul orizontal de proiecție și cilindrul cu baza tot un cerc situat într-un plan de profil (fig ) Se propune aflarea liniei lor de intersecție Cele două corpuri se pot proiecta pe planul lateral W, planele auxiliare duse prin vîrful conului fiind paralele cu linia de păiuînt, Intersecția este o pătrundere, iar punctele pot fi unite direct Linia de intersecție se poate determina și cu plane auxiliare de nivel duse prin generatoarele cilindrului ; aceste plane intersectează conul după cercuri concentrice jn s Astfel planul dus prin generatoarea A determină punctele a, a și alt (iv Linia de intersecție se poate uni direct, sau aplicînd legea mobilului, eînd este necesară și proiecția laterală Intersecția dintre un cilindru si <> sferă Se consideră dat cilindrul drept» cu diametrul egal cu raza sferei, cu baza nu cerc situat în planul orizontal de pro- Fig Intersecata doua conuri Fig Intersecția cilindrului cu un con, Fig Intersecția sferei cu un ci- avînd bazele în plane diferite lindru iecție și sfera cu centrul în ω, ω' de rază R în proiecție orizontală cercul ecuator este tangent interior conturului aparent al cilindrului (fig ) Linia de intersecție se găsește secționînd cele două corpuri cu plane auxiliare de front, care secționează sfera după cercuri, iar cilindrul după generatoare, la intersecția cărora sînt punctele căutate Să se găsească cîteva puncte ; planul este tangent cilindrului si conține generatoarea a care trece prin ω Această generatoare întîlnește cercul meridiau în a a aL, av Planul auxiliar F secționează cilindrul după generatoarele b și r, iar sfera după un cerc concentric în ώ' La intersecția acestora se obțin punctele ά, F și /л k', respectiv z, z', r, r', confundate cîte două, în proiecție orizontală, și așa inai departe Unirea punctelor și vizibilitatea se pot rezolva direct Această linie se numește hipopedă și are proiecția orizontală un ccrc, proiecția verticală o lemn îs cală și proiecția laterală o parabolă G Intersecția unei prisme drepte regulate eu un con coaxial, Se dă prisma și conul din figura , , la care se cere să se determine linia de intersecție Se observă că linia de intersecție este formată din arce de hiperbolă concurente pe muchii Punctul se determină direct în proiecție verticală (alte puncte fiind la aceeași cotă : /У, , , și / /), Punctul >, fie în Na pe care, cu linie de ordine din nx = n , se obține n'v respectiv d¿ \ Dacă se consideră dată proiecția verticală mv sc duce planul de nivel prin nip plan care intersectează cercul generator în ' și \ proiecția orizontală rezultînd cu linii de ordine în și Se descriu cercurile cu raza z și z pc care, cu linie de ordine se obțin ζηυ m i пц și m , proiecția verticală fiind in[ = m' = m = Plan tangent la tor într-un punct de pe suprafață Planul tangent într-un punct de pe conturul aparent vertical al torului — meridianul principal — este un plan de capăt, iar urma sa verticală este tangentă conturului în punctul respectiv Planul tangent la tor într-un punct de pe suprafață este determinat de tangentele la paralela și ce trec prin acest punct Să se reprezinte planul tor în punctul zn, m' din Cercul paralel pe care este situat punctul m, m se determină cu ajutorul planului de nivel N, în care este situată tangenta ζ Tangenta la meridian este concurentă cu axa și se poate trasa în poziția rotită m'v Punctul de intersecție cu axa ii' este fix în rotație (tangenta în rotație descrie un con), în poziție inițială t , t Tangentele Ί\ și T concurente în M determină planul tangent în cazul cînd punctul din epură, se poate lua în gentei normala la cercul care, de asemenea, este concurentă cu axa torului meridianul tangent la figura iese tan- locul generator, α N Πτ=π Fig Torul Secțiuni în tor cu plane de nivel și de front Se consideră dat torul cu axa verticală din figura Planul de nivel ce trece prin ω', ω secționează torul după cercul colier cu raza za și după cercul exterior de contur aparent cu raza zc Centrul cercului generator descrie cercul de rază ζω Planele de nivel și zVa, simetrice față de planul de nivel ce trece prin centrul torului secționează torul după două cercuri confundate în proiecție orizontală Planul de front secționează torul după meridianul principal a'b'c'l\ (poziție frontală a cercului generator) Planul de front Fa secționează torul după o lem-niscată care trece prin d't e't f't д', /с', /і» Planul secționează torul după o curbă ce trece prin punctele m', n\ inx> z Linia de secțiune este vizibilă numai pe pînza exterioară și rezultă din figură ' Fig Plan tangent într-un Fig Secțiuni în tor cu plane de nivel punct pe suprafața torului și de front - ^ · · * ; > r· · * ··- * » - * * w · ·* ♦ ··> Secțiuni cu plane oarecare prin tor Secțiunea cu un plan oarecare prin tor este o curbă (în general, de gradul patru), ale cărei proiecții se pot construi prin puncte Fie dat torul din figura cu axa verticală Pentru a se obține puncte ale secțiunii plane se secționează suprafața cu un plan perpendicular pe axă, care secționează torul după cercuri concentrice, iar planul după o orizontală, la intersecția cărora se obțin punctele căutate Planul de nivel dă astfel punctele ' și X, j, planul de nivel N dă punctele , ', if 'v l [ etc» Linia de secțiune este formată din două curbe Se observă că, în proiecție orizontală, linia de secțiune este văzută pe pinza superioară, iar în proiecție verticală, linia de pe pinza exterioară situată în fața planului de front ce trece prin axă Secțiune cu un plan bitangent prin tor Conform teoremei lui Villarceau, secțiunea plană se compune din două cercuri ale căror raze sînt egale cu raza cercului mijlociu al torului (fig ) Aceste cercuri se proiectează pe planul orizontal după două elipse tangente colierului și ecuatorului principal în punctele , ' și ', respectiv L [ și X, X Cercul paralel superior conține punctele , ' și L, V iar cel inferior punctele , ' și L, X Punctele de tangență ale planului cu torul ', ' și , ' situate pe meridianul principal de front al torului sînt comune ambelor elipse Se poate demonstra (din epura ) că proiecția verticală a secțiunii este egală cu diametrul mijlociu al torului, astfel : Se observă că, din simetrie, pe de o parte, și ca tangente egale duse dintr-un punct la același cerc, pe de alta parte, ’ ' = 'a' = ' ' ==■· l'b' N σ tor cu un plan de Fig Secțiune în capăt, bitangent cercului generator Fig Secțiune în tor cu un plan oarecare • · ' * ·*" · · (Hg- , u) Pentru a găsi linia de intersecție dintre cele două suprafețe se poate utiliza ’x sfera ca suprafață auxiliară Centrele sferelor vor fi situate pe axa conului Sferele secționează conul după cercuri perpendiculare pe axă, iar torul după cercuri situate în plane proiectante radiale Astfel sfera cu centrul în O[ secționează torul după cercul ' ', iar conul după cercul ' ', la intersecția cărora se obține punctul b' Linia de intersecție este a'b'c'd' Se observă că cercul descris de centrul cercului generator este situat în același plan cu axa conului Intersecția unui tor cu un cilindru Fie dat torul cu axa de capăt și cilindrul din figura , b, axa cilindrului fiind în același plan cu cercul descris de centrul cercului generator Utilizînd sfera ca suprafață auxiliară se vor lua centrele sferelor pe axa cilindrului Astfel, sfera cu centrul în intersectează torul după cercul ' ', cilindrul după cercul У ', la intersecția cărora este punctul b' Astfel s-a obținut linia de intersecție a'b'c'd' Hiperboloidul cu o pînză Hiperboloidul cu o pînză are o largă utilizare în domeniul construcțiilor, de exemplu la turnurile de răcire ale centralelor termoelectrice (fig , u), la scheletele metalice de rezistență ale castelelor de apă (fig , Z>), la turnuri pentru antene de radio sau televiziune (hiperboloizi etajați sistem Suhov)¿ în construcțiile de mașini, hipcrboloizii sînt folosiți la transmisii prin angrenaje a mișcărilor de rotație de la un ax la altul, atunci cînd nu se întîlnesc Epură și punct pe suprafața hiperboloidului Suprafața generată de o dreaptă, •ce se rotește în jurul unei axe necoplanare, se numește hiperboloid de revoluție sau hiperboloid de rotație cu o pînză, De asemenea, o astfel de suprafață poate lua naștere și prin rotirea unei hiperbole în jurul unei axe, adică în jurul axei ei imaginare; Fig Intersecția torului cu un trunchi de con și cu un cilindru, Fig , Hiperboloidul de rotație Fig Epura hiperboloidului și punct pe suprafață Se consideră dată axa zr ' și generatoarea hi, h'i' a hiperboloidului (fig ) Toate punctele generatoarei descriu cercuri ale căror plane sînt perpendiculare pe axă Cel mai mic cerc este descris de punctul i, i' și se numește colierul suprafeței, avînd raza zi și fiind conturul aparent orizontal al hiperboloidului Din figură se observă că și generatoarea ikt, i'k[, simetrica primei generatoare în raport cu planul colierului, poate genera hiperboloidul, motiv pentru care se spune că suprafața este dublu riglată Se numesc generatoare de sistemul întîi, acelea, care privite din axă au urma orizontală la stìnga (ih și ijc) iar cele cu urma la dreapta se numesc generatoare de sistemul al doilea și ijh) Prin fiecare punct al suprafeței trec două generatoare de sistem diferit, care sînt coplanare Două generatoare din același sistem nu sînt coplanare Generatoarele fac un unghi constant cu un plan perpendicular pe axă, de exemplu [//], iar urmele orizontale ale generatoarelor sînt situate pe un cerc cu centrul în z (concentric cu colierul), de rază zh numit urma orizontală a hiperboloidului Fie m, proiecția orizontală a unui punct pe hiperboloid (fig ) Să se găsească proiecția verticală Se știe că, în rotație, fiecare punct descrie un cerc de rază zm, care poate fi obținut și secționînd hiperboloidul cu plane de nivel N± și N Aceste plane de nivel vor intersecta și generatoarele Se trasează în proiecție orizontală cercul de rază zm, care intersectează proiecția orizontală a generatoarei în punctul · cu linie de ordine acestuia îi corespunde ', respectiv pe cealaltă generatoare, puncte prin care vor trece planele de nivel și N Ridicînd linie de ordine din тг jse obțin m[ și m în proiecție verticală, proiecția lor orizontală fiind confundată Analog se procedează și în cazul cînd se dă proiecția verticală a punctului •de exemplu Se duce un plan de nivel N prin acest punct, care intersectează generatoarea în ', în proiecție orizontală pe hi Se trasează un cerc cu centrul în z de rază z , pe care, cu linie de ordine din n[, se obține respectiv n Conul asimptot al hiperboloidului Plan tangent într-un punct de pe suprafață Fie dat hiperboloidul din figura prin generatoarele de front hi, h'i' și hâL, /ιμί, numite generatoare principale Se duce prin z o paralelă cu aceste generatoare, a cărei urmă este în punctul c Cele trei drepte sînt coplanare, fiind cuprinse într-un plan de capăt cu urma verticală prin h'i' Rotind planul în jurul axei hiperboloidului zz', generatoarele descriu hiperboloidul, iar dreapta SC descrie un con de revoluție cu vîrful în s, s', centrul cercului colier, numit con asimptot al hiperboloidului Baza conului asimptot este un cerc cu raza zc Generatoarele sale sînt paralele cu ale hiperboloidului Planele tangente conului asimptot taie hiperboloidul după două generatoare, paralele cu generatoarele de contur Se consideră un punct m, m pe generatoarea principală hi, h'i' Planul tangent la hiperboloid în acest punct este determinat de generatoarele ce trec prin el: hi, h'i' și k d, k' d' Urma acestui plan P trece prin h și k¿ Planul colier este întîlnit -de acest plan în d și în e, paralel cu hk Dacă punctul m se mișcă în lungul generatoarei hi ajungînd la infinit, generatoarea k d ajunge în poziția ithL, iar planul tangent este PL prin hhL Așa cum s-a văzut, acest plan este tangent conului asimptot -și se numește plan asimptot al hiperboloidului în cazul cînd generatoarea k>d ajunge în poziția ikt, întîlnind generatoarea ih în punctul i, planul tangent al hiperboloidului în acest punct are urma P ¿ prin hkt și este un plan de front Poziția planului tangent în lungul aceleiași generatoare fiind variabilă — în funcție de punctul considerat — suprafața hiperboloidului este nedesfășurabilă Determinarea, meridianului principal Meridianul principal este secțiunea făcută ântr-o suprafață de revoluție cu un plan de front ce trece prin axă în cazul hiperboloidului planul de front trece prin zz', iar meridianul se găsește căutînd punctul de intersecție al generatoarelor cu acest plan Fig Conul asimptot Plan tangent într-un punct pe suprafața hiperboloidului Fig Determinarea meridianului principal cercul colier ab, ab' și genera- Fie dat hiperboloidul cu axa verticală zz', cu cercul colier ab, ab' și generatoarele principale hi, h'i' și іѵк, i[k' (fig ) Se ia un plan de front F prin zz' și se determină intersecția generatoarelor cu acest plan O generatoare de sistemul al doilea pr, înțeapă planul F în m Punctul de tangență cu colierul г se găsește cu linie de ordine pe a'b', iar punctul de intersecție c cu generatoarea zLk pe linia de ordine corespunzătoare Punctul de intersecție al generatoarei cm cu generatoarea ih este d, a cărei proiecție verticală se găsește cu linie de ordine în d', pe h'i' Generatoarea cm de sistemul doi și generatoarea simetrică în raport cu F, cLm, determină un» plan de capăt, tangent la hiperboloid în punctul m, care conține și tangenta la meridianul principal în m Din moti\re de simetrie mc = md, iar m'c = m d' și, ca urmare, meridianul principal are punctul de tangență la mijlocul segmentului după care este intersectat de două drepte fixe, adică meridianul principal este o hiperbolă ale cărei asimptote sînt generatoarele principale și care este înfășurătoarea proiecțiilor verticale ale generatoarelor Intersecția dintre un hiperboloid și o dreaptă Găsirea punctelor de intersecție dintre un hiperboloid și o dreaptă se bazează pe teorema : doud cuadrice de revoluție care au axele paralele cu același plan de simetrie perpendicular pe axă au proiecția curbei de intersecție pe planul de simetrie sau pe un plan paralel cu acesta, un cerc (metoda Ronché) Fie dat hiperboloidul din figura , a prin cercul său colier și prin generatoarea principală hi, h'i' și o dreaptă oarecare d, d' al cărui punct de intersecție cu hiperboloidul se propune să se afle f Dreapta înțeapă planul colierului în punctul ap caie se consideiă piciorul perpendicularei comune dintre dreapta d, d și axa verticală Rotind di capta în jurul acestei axe se obline un al doilea hiperboloid, caie aie același plan de simetrie, perpendicular pe axă ca și primul hiperboloid și, ca urmait, pioitcția Pe planul II a curbei de intersecție dintre aceștia va fi un cerc Fig Intersecția hiperboloidului de rotație cu o dreaptă * Яв | ЛЁШІ > β · -^—■ * ““ Punctele de intersecție ale cercurilor coliere a și b sînt două puncte căutate Trasînd cercurile din planul de nivel N de rază ζ β , respectiv χβ, se obțin două puncte, c și e Cercul va trece prin punctele a, b, c, e, intersectînd dreapta în punctele m și n, care sînt punctele căutate Intersecția unei drepte cu un hiperboloid cu o pînză avînd axa concurentă cu dreapta Se consideră dat un hiperboloid cu axa verticală și o dreaptă D care intersectează axa (fig , b) Pentru a se determina punctele de intersecție ale dreptei cu suprafața hiperboloidului se rotește dreapta în poziție frontală și se trasează meridianul principal (secțiunea axială cu planul F) în epură, punctul de intersecție al dreptei, cu axa este ă, b' Cu ajutorul punctului a, d situat pe dreaptă, s-a rotit dreapta D în poziția frontală în jurul axei Z și s-a determinat meridianul principal, obținîndu-se proiecțiile verticale ale punctelor de intersecție și n[ Cu rotație inversă se obțin punctele m, m' și n n de pe dreapta d d' Secțiuni plane prin hiperboloid Secțiunile făcute cu un plan într-o cuadrică șl în conul său asimptot sînt două conice omotetice și concentrice, iar dacă secțiunile sînt parabole, acestea sînt egale Natura secțiunii prin hiperboloid este deci funcție de natura secțiunii în conul asimptot Secțiunea e i p t i c ă Fie dat hiperboloidul din figura a, prin axa sa verticală zz' și prin generatoarea principala hi, h'if, precum și planul de capăt ΡΡχΡ' Se observă că secțiunea este o elipsă Axa mică a elipsei este ed și se obține secționînd suprafața cu planul de nivel N Axa mare este proiecția orizontală a segmentului cuprins între punctele de intersecție ale liniei de cea mai mare pantă a planului P față de planul II, cu meridianul principal ad și bb' yi' Secțiune plană elipticii în hiperboloid FU Secțiune plană liiperbollcă în hiperboloid Determinarea exactă a punctelor u, a' și b, b^ depinde dc precizia cu care se trasează meridianul principal al hiperboloidului în general, aceste puncte se determină pe altă cale 'Cojind cu p unghiul generatoarelor conului asimptot cu planul / și cu unghiul planului secant cu același plan , rezultă : — secțiune -eliptică, pentru p „ , B Să urmărim determinarea exactă a axelor secțiunii eliptice in hiperboloidul de rotație cu o pînză efectuată cu un plan de capat dat prin uirnc Problema se reduce la determinarea precisă a extremităților a, a , b, b ale axei frontale (fig , ă) Se consideră conul cu vîrful în P, ν' (punctul de intersecție al axei hiperboloidului , z cu planul ^), con generat de linia dc cea mai mare pantă a planului P față de , p/i v hv ; Acest con se intersectează cu hiperboloidul după două cercuri paralele pe care sînt situate punctele căutate Ca urmare, în loc să se intersecteze dreptele vhL, u'hx cu hiperboloidul, se intersectează generatoarea hi, h'i' a hiperboloidului, cu conul Pentru aceasta se ia un punct arbitrar к, к' pe generatoarea hi, h'i' a hiperboloidului trasîndu-se dreapta кѵ, к'v' cu urma în h h Cele două drepte concurente în К determină un plan Q cu urma orizontală prin h și h , care secționează conul după generatoarele ug și vf Aceste generatoare ale conului întîlnesc generatoarea hk h'k' a hiperboloidului în punctele aL și ăj care se rotesc în poziție frontală în a, a, b, b', extremitățile axei căutate Extremitățile axei mici c, c', d, d' a elipsei (axa de capăt) se determină cu ajutorul planului de nivel N, dus prin m', mijlocul segmentului a'b' Secțiunea hi p er bo li c ă Fie dat hiperboloidul din figura , a, prin axa sa verticală zz' și generatoarea principală hi, h'i', precum și planul de capăt PPXP care taie cercul colier în punctele n, n' și n , Urma orizontală a planului taie urma hiperboloidului în punctele a și b, care sînt puncte ale secțiunii Se trasează conul asimptot și se duc generatoarele paralele cu planul secant ec, e'c', respectiv ec e'cj Secțiunea este o hiperbolă și are asimptotele paralele cu aceste generatoare Asimptotele sînt dreptele de intersecție dintre planul secant și planele tangente la conul asimptot, în lungul generatoarelor paralele cu planul secant Urmele acestor plane sînt perpendiculare pe generatoare în punctele c și cL și taie urma planului în /' și ft Asimptotele hiperbolei sînt dreptele concurente în m, m' și paralele din f și Д la generatoarele paralele cu planul secant Dreapta de capăt prin M este axa reală a hiperbolei, iar vîrfurile hiperbolei sînt la intersecția dreptei de capăt cu cercul colier în cazul cînd planul de capăt nu intersectează cercul colier, linia de secțiune, care este tot o hiperbolă, se trasează ca în figura , b Se trasează conul asimptot intersecția urmei acestuia cu planul dă punctele și , care, unite cu v, dau direcțiile asimptotice Asimptotele trec prin m, m', mijlocul segmentului ef, ef' Secțiunea parabolică Fie dat hiperboloidul din figura , a cu axa verticală zz' și generatoarea principală hi, h'i' Pentru a avea o secțiune parabolică, planul secant trebuie să fie paralel cu planul tangent la conul asimptot Planul tangent are urma i/c cu care urma P este paralelă, iar cea verticală este paralelă cu generatoarei к i , Punctele dc intersecție ale urmei planului cu urma hiperboloidului a, a' și e, e’ sînt puncte ale secțiunii Cercul colier este secționat în punctele b, b' d, d' (care sînt pe cercul colier) și în acestea parabola este tangentă colierului Axa parabolei este zc, în proiecție verticală pe urma planului secant Pe această dreaptă (axă) este și vîrful parabolei c, Pentru a determina Fig Secțiune plană parabolică în hiperboloid vîrful parabolei se ia un plan ce trece prin zj și prin generatoarea hi, care se intersectează cu planul colierului după dreapta ic , obținîndu-se punctul m pe colier Tangenta în m întîlnește axa în c, c , vîrful parabolei (și este proiecția orizontală a celei de a doua generatoare cuprinse în planul considerat) Vîrful c, c' al parabolei poate fi determinat și cu ajutorul meridianului principal (fig , ă) Secțiunea cu un plan oarecare prin suprafața hiperboloidului Fie dat hiperboloidul cu axa verticală zz', cu generatoarea principală hi, h'i', și planul de secțiune P, dat prin urmele sale (fig ) Planul Pj, paralel cu planul de secțiune P, dus prin vîrful conului asimptot, secționează conul asimptot după generatoare reale, secțiunea este deci o hiperbolă Planul P intersectează cercul colier Linia de intersecție se determină prin puncte cu plane auxilíate de ni\el, care dau orizontale ale planului, respectiv cercuri, la intersecția caioia se obțin puncte aU liniei de secțiune Urma orizontală a planului Px II P intersectează urma conului asimptot în punctele n și r, care, unite cu s, s', vor da direcțiile asimptote, prin m «· - * · SUPRAFEȚE NERIGLATE CU PLAN DIRECTOR Elipsoidul general, paraboloidul eliptic și hiperboloidul eliptic cu două pinze sini suprafețe neriglate ce pot fi obținute prin mișcarea unei elipse deformabile, al cărei plan rămine paralel cu un plan dat, iar extremitățile axelor sale alunecă pe o pereche de conice de același gen, avînd o axă comuna, și planele respective peipendiculare între ele Elipsoidul general este generat de o elipsă deformabile ABCD (fig· ) ale cărei extremități alunecă pe două elipse AFBG și CFDG care au o axă comună ?' situate în plane perpendiculare între ele, elipsa generatoare rămmind paralela €u un plan director dat Hiperboloidul eliptic cu două pinze (fig ) este generat prin mișcata unei elipse deformabile ABCD, al cărei plan ramine paralel cu un plan duectoi dat, d Fig Elipsoidul Fig Hiperboloidul Fig Paraboloidul general eliptic cu două pinze eliptic și un punct pe su- prafața acestuia iar, extremitățile sale alunecă pe două hiperbole ЛЕС, AXEXCX și CED, CXEXDX, care au o axă comună zz' și sînt situate în plane perpendiculare între ele Secțiunile perpendiculare pe zz' sînt elipse Paraboloidul eliptic se obține prin mișcarea unei elipse deformabile cu axele AB, CD (fig ) al cărei plan rămîne paralel cu un plan director dat, iar extremitățile sale alunecă pe două parabole, care au o axă comună și planele respective sînt perpendiculare între ele Un punct pe suprafață se obține prin secțiuni cu plane de nivel, care în suprafață dau elipse Unui punct dat într-o proiecție îi corespund, în general, două proiecții de sens contrar SUPRAFEȚE RIGLATE CU PLAN DIRECTOR W -«L · Л % ·■ Cilindroidul Cilindroidul este o suprafață riglată cu plan director a cărui generatoare se sprijină pe două curbe directoare nesituate in același plan, răminînd paralelă cu un plan dat Epura cilindroidului în figura , a este arătat un cilindroid în epură tfig , b) cilindroidul este reprezentat prin proiecțiile curbelor directoare și C , a generatoarelor și prin poziția planului director l\ proiectant fată de [//]· O generatoare, fiind paralelă cu planul director, în proiecție orizontală va fi paralelă cu urma orizontală P a acestuia, de exemplu d, (Г, care întîlnește curbele directoare în ,și , proiecția lor verticală fiind găsită cu linii de ordine pe proiecțiile corespunzătoare ale curbelor directoare în /' și ' Fig Cilindroidul Fie dată proiecția orizontală m a unui punct de pe suprafața cilindroidului Proiecția verticală trebuie să se găsească pe o generatoare a cilíndroidului Se duce această generatoare prin m, care intersectează curbele directoare în punctele ab, db' Din m, cu linie de ordine, se găsește proiecția verticală căutată ni Secțiune plană prin cilindroid Fie dat planul QQXQ' și un cilindroid dat prin planul director PPXP', proiecțiile curbelor directoare și C și generatoarele paralele cu planul director (fig ) Să se găsească linia de secțiune prin suprafața cilindroidului făcută de planul QQXQ', dat prin urme Aceasta se construiește prin puncte, utilizînd plane auxiliare duse prin generatoare, paralele cu planul director Planele P și Q se intersectează după o dreaptă hv, h'v' Se știe că secționînd cu un plan oarecare mai multe plane paralele, se obțin drepte paralele; ca urmare intersecția planelor auxiliare cu planul Q vor da drepte paralele cu hv, h'v' Se duc generatoarele — , ' — ', — , ' — ' etc Planele auxiliare duse prin acestea se intersectează cu planul Q după cîte o dreaptă a cărei proiecție orizontală coincide cu generatoarea și are urma pe planul Q (de exemplu λχ) Cunoscînd proiecția orizontală a urmei orizontale, cealaltă proiecție h[ se știe că este pe linia de pămînt, din care ducînd o paralelă la h'v' se obține un punct al liniei de secțiune, a, d Procedînd la fel pentru un număr suficient de generatoare se obțin punctele care, unite, dau curba c, c de intersecție dintre cilindroid și planul Q Fig , Secțiune plană în cllin-drold C С |У Fig, Cilindroid tip șed Epura unui cilindroid în triplă proiecție ortogonală Un cilindroid avînd ca plan director planul vertical de proiecție, iar ca directoare două arce de cere situate in plane de profil, este reprezentat în triplă proiecție ortogonală în figura Generatoarele se trasează cu ajutorul proiecției laterale Se observă că, rotind curbele directoare pe planul orizontal de proiecție, se poate renunța la proiecția laterală (adică folosind rabaterea) Cilindroizii sînt utilizați ca suprafețe subțiri (pinze) din beton armat la acoperișurile halelor de mare suprafață Au avantajul că permit iluminarea naturală a halelor, prin posibilitatea de amenajare a luminatoarelor între curbele directoare Generatoarea, în acest caz, este paralelă cu peretele longitudinal al halci Plan tangent într-un punct de pe suprafața cilindroidului Planul tangent la suprafață este definit prin generatoare și o tangentă la suprafață care trec prin punctul respectiv Tangenta la suprafață se poate considera tangenta la o curbă de secțiune, care trece prin punctul considerat (secțiunea poate fi a unui plan proiectant) Conoidal Conoidal este o suprafață riglată cu plan director, a cărui generatoare se sprijină pe doua directoare, dintre care una este curbă si alla dreaptă, rămînînd tot timpul paralelă cu un plan director dat Epura conoid ului în figura este reprezentat un conoid, la care planul director este planul P în cazul cînd directoarea dreaptă este perpendiculară pe planul director, conoidal se numește drept (ca în figura , ), în celelalte cazuri se numește conoid oblic Dreapta generatoare /— , Z are proiecția orizontală paralelă cu urma orizontală P a planului, proiecția verticală fiind găsită cu linii de ordine ίιι Г și \ Un punct de pe suprafață are proiecțiile pc generatoarea ce trece prin punclul respectiv Viind dală Fig Secțiune plana in conoid proiecția orizontală m a unui punct de pe suprafață, se duce prin punct generatoarea — '— ', pe care cu linii de ordine se obține proiecția verticala a punctului în m Secțiuni plane prin conoid Linia de secțiune a unui plan prin conoid se deter- mină prin puncte cu ajutorul planelor auxiliare, paralele cu planul director, duse prin generatoare Fie dat conoidul din figura și planul secant [QQXQ' care se intersectează după dreapta hu, h'v', cu planul director Se duc generatoarele — , Г— ', — , — J* — · —· · ■■ »» w “ ^^ · — ш * · - * · * ** * * *·* ■ · — · · — * T·* * ” j Ж « w ' — ' etc Se iau apoi plane auxiliare prin aceste generatoare, paralele cu plănui director și se găsesc punctele de intersecție, prin unirea cărora rezultă linia de secțiune abc, a'b'c' Golurile în zidărie in formă în conoid Acestea pot avea, ca plan director planul II o directoare dreaptă verticală d, d' și una curbă un semicerc situat într-un plan de front de rază R, cu centrul în ω, ω (fig ) Generatoarele sînt drepte de nivel, de exemplu ab, a b', care întîlnesc dreapta D și curba directoare amc, a'm'c' în proiecție orizontală s-a reprezentat grosimea peretelui de zidărie și generatoarele pînă Ia planul de front bnc Secțiunea cu un plan oarecare P Fig Gol în zid, în formă de conoid printr-un conoid oblic Fie dat conoidul Fig Secțiune plană într-un conoid oblic definit prin planul director H, directoarea dreaptă d, d' (o dreaptă oarecare) și directoarea curbă (un semicerc situat într-un plan de profil — figura ) Se observă că punctele de intersecție dintre generatoare și curba directoare s-au determinat cu ajutorul proiecției laterale S-au reprezentat generatoare ale conoidului Linia de secțiune se determină prin puncte, intersectînd diferitele poziții ale generatoarelor cu planul de secțiune P Punctele de intersecție s-au determinat cu plane auxiliare de nivel Astfel, prin generatoarea cn}, c'n\, respectiv cn , c'nó s-a dus planul de nivel N, care intersectează planul P după o orizontală cu urma verticală ν,υ' și care, la intersecția cu generatoarele cnL, c'n^ și cn , c'n'z dă punctele z, i' și j, j' Conoid avînd curba directoare pe o sferă în figura este reprezentată epura unui conoid avînd ca plan director planul vertical de proiecție V, directoarea dreaptă δ' o dreaptă oarecare, iar directoarea curbă, linia de tangență a generatoarelor cu sfera Epura se întocmește astfel : se duc generatoarele frontale care întîlnesc directoarea Δ în punctele /, Γ, , ', , , ' Se secționează sfera cu plane de front duse prin generatoare care în proiecție verticală dau cercuri concentrice în ω'> cercuri la care sînt tangente generatoarele Pentru vizibilitate se urmăresc punctele în cele două proiecții ca în cazul sferei Conoidal Plücker (fig ) are directoarea dreaptă verticală (generatoarea unui cilindru) d, d', directoarea curbă este elipsa de secțiune conținută în planul de capăt Q, iar ca plan director, planul orizontal de proiecție Suprafața se reprezintă prin diferite poziții ale generatoarelor, care sînt drepte do nivel, concurente cu D și întîlnind curba directoare în I, II,,,, în aceeași epură s-a mai reprezentat o secțiune cu planul de capăt P și cu planul de profil II, Fig, Conoidal circumscris unei sfere, I I Fig Conoidal Plücker Fig Conoidul Küper, secționat cu un plan de front și un plan axial Conoidul Küper (fig ) are ca directoare curbă, un cerc situat în planul de nivel N, directoarea dreaptă o verticală D situată în planul vertical de proiecție, planul director fiind planul bisector BT —Biy Se observă că, pentru a reprezenta diferitele poziții ale generatoarelor, este necesară proiecția laterală în aceeași epură s-a reprezentat și o secțiune γ cu un plan de front F și o secțiune γ cu un plan paralel cu Ox în cazul cînd nu se folosește proiecția laterală, se poate observa că planul director fiind planul bisector, pentru fiecare generatoare în parte, proiecția orizontală este paralelă cu proiecția verticală Pentru generatoarea de profil s-a făcut o rotație în poziție frontală, axa de rotație fiind directoarea verticală dreaptă Conoidul Viviani (fig ) are ca directoare dreaptă generatoarea cilindrului directoarea curbă o hipopedă, iar ca plan director, planul H H i p o p e d a sau curba lui Viviani este linia de intersecție dintre o sferă și un cilindru de relație tangent sferei și care trece prin centrul ei : X* ψ уй ψ zü na oț X ψ yt ax o Ecuațiile parametrice ale curbei lui Vivia ni sînt : — * a, Dz Și Os· Urma verticală Τ' a planului tangent trece prin urmele verticale ale generatoarelor prin M etc, ELICEA Șl ELICOIZII î ’ L ( I tt « Ш ! Í î ¡ f li iti fl· íf fl' í í’ í¡( Micea h /icca circulară Este o curbă strîmbă situată pe un cilindru de j-otalie care în desfășurare sc transformă în linie dreaptă Curba pe care trebuie -în general - să o descrie un mobil pe o suprafață parcurgînd drumul cel mai scuri posibil, sc numește curbă geodezică Elicea este geodezica cilindrului, iar cercii a sferei Arcul de clice cuprins între punctele consecutive ale aceleiași generatoare se numește spiră iar segmentul de generatoare dintre aceste puncte se numește pas Unghiul pc care tangentele la elice îl fac cu planul unei secțiuni drepte a cilindrului este constant și se numește unghiul elicei Cînd unghiul este zero, elicea este un cerc, iar cînd unghiul este ° elicea este generatoare Elicea d r e a p t ă (dextrorsum) se obține în cazul cînd, privind cilindrul, un mobil care parcurge elicea în sensul mișcării acelor de ceasornic se îndepărtează în caz contrar rezultă elicea stìnga (sinistrórsum) Normala principală a elicei într-un punct coincide cu normala cilindrului (perpendiculara din punct pc axa cilindrului) Construirea transformatei elicei prin desfășurarea cilindrului Epura elicei Se consideră dat un cilindru cu baza în planul H (fig ) în desfășurare acesta devine un dreptunghi cu baza ·R* , Se consideră pasul elicei '— ' Transformata prin desfășurare a elicei devine lQ— în epură, în proiecție orizontală, elicea este confundată cu conturul aparent al cilindrului în proiecție verticală, punctele se găsesc pe liniile de ordine ridicate din punctele , , , Cotele acestor puncte sînt cele din transformata prin desfășurare a elicei, din care se duc paralele la Ox Porțiunea — din spiră este văzută, iar — nevăzută Se observă că proiecția verticală a elicei este o sinusoidă Pentru desfășurarea cilindrului, lungimea -jR- , se poate lua grafic, considerînd-o dublul sumei dintre latura pătratului și triunghiul echilateral înscris în cercul de contur aparent orizontal, adică ( ? XZ + R л/З) = ?( , + , ) = -fí- , Г' ’ -·; -I ' * — — , Din figura se mai poate scrie CA = l'Qtga, Fig , Desfășurarea elicei cilindrice în care l'C = φ ? și deci C =-= φ *tg α De asemenea, Л ' = z = Cq q — Utg α — i/o, o) într-o astfel de mișcare în raport cu un reper cartezian rectangular Oxyz, Oz fiind axa mișcării, este dată de ecuațiile : > ■ - s r X == Xq COS U — Z/o sin и у = XQ sin U + i/o COS ll z = z + hu în care h este pasul redus al mișcării Fiind dată curba C exprimată prin : x = x(v) ; у = i/(p) ; z = z(y), ecuațiile elicoidului generat de această curbă sînt : ■ X = χ(ρ) cos и — i/(p) sin и > у = χ(ν) sin ll + У(v) cos ll z = z(v) + Ли In cazul în care curba C este o linie dreaptă, suprafața se numește elicoid riylat și poate avea generatoarea incidență cu axa Ол, și paialclă cu лОу> elicoidul generat elicoidul riylat drept (sau cu plan director), reprezentat de ecuațiile: ¿e « d cos u> у ===: v sin n> z ’ hin Dacă generatoarea face un unghi oarecare cu planul xOy, elicoidul este oblic și se exprimă astfel : X αυ cos ut у ~ αν sin u, z = v + hu Fig Elicoidul desfășuratul Mulțimea tangentelor unei elice circulare x = « cos u, y = a sin u, z = hu, formează o suprafață riglată desfășurabilă : x = a(cos и — v sin и), у = a(sin и + v cos u), z = h(iz + p), numită elicoid desfășurabil Secțiunea cu planul xOy prin această suprafață dă evolventa cercului cilindrului elicei directoare cibcd din tiguia X = «(cos и + и sin и) у = «(sin и — и cos и) = Proiecția verticală а elicei este о sinusoidă pe planul xOz, avînd expresia z ι·= г sin— · ir Secțiunea cu un plan perpendicular pe axă printr-un elicoid riglat oblic Fie dat elicóidul riglat oblic din figura , cu axa verticală șl planul de nivel A” Linia de Fig Secțiune cu un plan de nivel prin elicoidul riglat oblic Fig Șurub cu profil triunghiular secțiune — spirala lui Arhimecle — se construiește prin puncte, la intersecția diferitelor poziții ale generatoarelor cu planul de nivel, rezultînd linia , , o, , Secțiunile cu plane perpendiculare pe axă sînt egale, diferind doar prin orientare Secțiunea este locul urmelor orizontale ale generatoarelor elicoidului Elicoidul desfășurabil este suprafața riglată generată de o dreaptă care rămîne tot timpul tangentă elicei-cilier, trasată pe cilindrul sîmbure și intersectînd generatoarele cilindrului sub un unghi constant (adică este locul geometric al tangentelor unei elice cilindrice) Conul director al suprafeței este un con de rotație în figura este reprezentat un elicoid desfășurabil cu generatoare Tangentele s-au trasat cu ajutorul desfășuratei cercului în epură s-au reprezentat și punctele de intersecție ale generatoarelor cu un cilindru exterior coaxial Aplicații ale suprafețelor elicoidale în practică Se întâlnesc diferite aplicații aie suprafețelor elicoidale, fie închise (cînd generatoarele sînt concurente cu axa), fie deschise (cînd generatoarele nu sînt concurente cu axa) Se știe că în cazul cînd generatoarea este conținută înlr-un plan perpendicular pe a;v * · - у ** ^ГД Д’ * V** * ' Г ·"* Д ' * - ** - * -Д —■""” —— -, *Д Г* ~ ~ ~ Reprezentarea unei scări elicoidale cilindrice, fără sîmbure Fiind dat elicoidul din figura , a avînd planul orizontal de proiecție plan director, axa verticală și mărimea pasului H, să se reprezinte o scară elicoidală în proiecția orizontală se descriu cele două cercuri de contur aparent (ale celor doi cilindri) Se împarte circumferința într-un număr de trepte (în figură trepte) Se trasează muchiile radiale ale treptelor în proiecție verticală se trasează cele două elice, pe cilindrul interior și pe cel exterior, trasîndu-se apoi treptele, așa cum rezultă din figură Scările elicoidale sînt aplicații în construcții și arhitectură ale suprafețelor elicoidale cu plan director orizontal, perpendicular pe axa elicei directoare Reprezentarea unei scări elicoidale cilindrice cu cilindru sîmbure Un elicoid cu sîmbure central este asemănător celui de la punctul anterior, doar că (fig , b) intervine vizibilitatea datorită sîmburelui central Placa de susținere a treptelor și treptele sînt încastrate în sîmburele central SUPRAFEJE-CANAL Serpentinul Serpentinul este o suprafață generată de o sferă al cărui centru descrie o elice cilindrică în figura , a se dă cilindrul vertical cu axa zz', de rază zl și o spiră a elicei cilindrice ' ' , ', Se descriu sferele în ambele proiecții, se trasează apoi conturul aparent al serpentinei ; în proiecție orizontală acesta este format din două cercuri concentrice tangente sferelor descrise, iar conturul aparent vertical este format de curbele tangente sferelor din proiecția verticală în aceeași figură s-a reprezentat și o secțiune cu planul de nivel N, format din linia abcd, precum și o tangentă la suprafață /, t' , Coloana barocă Aceasta este o suprafață-canal generată de un cerc ce descrie o elice cilindrică, planul cercului fiind perpendicular pe axa cilindrului Fig Suprafețe-canal -C'*’ ™ X~ ^xz' - *- Generalități în practica proiecteicii și executării lucrărilor de construcții de clădiri, poduri, tuneluri, baraje etc se întîlnesc diferite suprafețe curbe, care constituie fețele aparente ale zidurilor sau ale acoperișurilor Prin întretăierea lor iau naștere linii de intersecție a căror construcție prezintă o mare importanță, atît în desen cît și pe teren, în special în cazul bolților Bolta este o construcție ce acoperă un anumit spațiu, a cărei suprafață interioară este o curbă concavă După natura suprafețelor care formează partea lor interioară, bolțile pot fi : cilindrice, conice, sferice, de rotație etc Suprafața interioară a bolții se numește intrados, racordată cu pereții în lungul liniei de naștere, iar suprafața exterioară se numește extrados Cele mai folosite sînt bolțile cilindrice, avînd curba directoare un cerc sau o altă curbă obișnuită, în cazul cînd bolta este foarte scurtă (de exemplu cît grosimea unui perete), atunci se numește arc sau poartă Intersecția bolților poale fi o linie curbă plană sau o linie curbă strîmbă și poate fi prevăzută în prealabil în baza teoremelor ce se demonstrează la geometria analitică și care se redau în continuare Teorema T Dacă două suprafețe de gradul doi (elipsoid, hiperboloid cu o pînză, hiperboloid cu două pinze, paraboloid eliptic și paraboloid hiperbolic, precum și cazurile particulare ale acestora — sfera, conul și cilindrul) au două plane tangente comune, în două puncte comune, ele se intersectează după două curbe plane (care sînt în consecință curbe de gradul II — elipsă, hiperbola, parabolă, cerc ) Acest? două curbe se întîlnesc în două puncte (puncte duble), care sînt tocmai punctele în care planele tangente sînt comune Teorema II Dacă două suprafețe de gradul II sînt circumscrise aceleiași suprafețe tot de gradul II, alunei ele se intersectează după doua curbe plane de gradul II Teorema III Dacă două suprafețe de gradul II au un plan de simetrie comun, linia de intersecție, care în spațiu este o curbă strîmbă, se proiectează pe acest plan de simetrie sub forma unei curbe de gradul II, deci sub formă de conică Bolțile cu muchii Două bolți cilindrice care au același plan de naștere si aceeași înălțime (de la planul de naștere) se intersectează după o boltă cu muchii (liniile de intersecție ies în relief în interiorul spațiului pe care îl acoperă și formează muchiile bolții) Intersecția bolților pe plan dreptunghiular este arătată în figura Planul de naștere și înălțimea fiind aceleași, directoarele bolților sînt diferite, una circulară și alta eliptică Directoarea circulară este luată în general pentru bolta cu deschiderea mai mare, iar cea eliptică pentru deschiderea mică în cazul adoptării unei directoare circulare pentru bolta mică, directoarea eliptică rezultă pentru deschiderea mare a bolții Se poate adopta și o înălțime intermediară, în care caz directoarele sînt eliptice pentru ambele bolți Linia de intersecție se proiectează pe planul H după diagonalele aYb, cb} în proiecție verticală această linie este elipsa a'b'c' în spațiu, linia de intersecție este o curbă strîmbă de gradul IV, care se descompune în două elipse verticale în unele cazuri, bolțile se intersectează sub un unghi diferit de °, putîndu-se întîlni toate cazurile (bolți de aceeași înălțime sau de înălțimi diferite și cu același plan de naștere și aceeași înălțime) ; astfel se obține o boltă cu muchii pe plan paralelogram într-un punct pot fi concurente și mai multe bolți, cînd rezultă o boltă cu muchii pe plan poligonal, poligon care la rîndul său poate fi regulat sau neregulat Fig Boltă cu muchii vii Bolți în are de mănăstire Bolta în arc de mănăstire rezultă din intersecția a două sau mai multe bolți cilindrice, avînd același plan de naștere și aceeași înălțime Deosebirea între aceste bolți și bolta cu muchii este că primele acoperă o sală poligonală mărginită de ziduri, pe cînd bolta cu muchii acoperă același spațiu lăsînd laturile libere Ca urmare, bolta în arc dc mănăstire este susținută pe ziduri, pe cînd cea cu muchii este susținută pe stîlpi Generatoarele bolții cu muchii ce formează intradosul se opresc la linia de intersecție, pe cînd la bolțile în arc de mănăstire generatoarele de intrados sînt cuprinse numai între liniile de intersecție ale acestora, dînd naștere la muchii intrînde Cu alte cuvinte, bolta în arc de mănăstire este solidul comun al intersecțiilor celor doua suprafețe cilindrice (fig ) Cupola sferică Pentru acoperirea golurilor circulare este adesea utilizată cupola sferică (fig , o), precum și diferite forme derivate din aceasta, care rezultă din figură Astfel, în figura , b cupola s-a secționat cu plane de frcnt și de profil, rezultînd pătratul din proiecția orizontală Prin secțiunea cu un plan de nivel rezultă o calotă sferică și patru triunghiuri sferice ° Fig Boltă în arc de mănăstire Bolta moldovenească în arhitectura din țara noastră, este întîlnită bolta moldovenească, care permite acoperirea golurilor prin trecerea succesivă de la plan pătrat la plan circular și invers, la niveluri diferite în figura trecerea de la pătratul abcd, la cercul cu diametrul — — ' se face cu triunghiuri sferice, apoi trecerea de la cerc la pătratul a^b^di se face cu bolți cilindrice etc Fig Cupolă sferică, Fig Bolta moldoveneasca Bolta bizantină în arhitectura de cult din țara noastră mai este întîlnită bolta bizantină pe plan pătrat, avînd două directoare cercuri pe direcția drago-gcucralJare'lc Мм careuri de rază varladlă silu te ! pbu e de Ireal ri de Motil, cu centrele pe dreptele de capăt, respectiv Irontoonzontalc (bg S S Penrezentarea în epură se face ușor printr-o schimbare de plan de proiecție Lunetele Lunetele sînt intersecțiile dintre suprafețele (nitrados) ale bolților, care au același plan de naștere, nisa au înălțimi dileute Fig Bolta bizantină Fig , Lunetă dreaptă rezultată din 'intersecția a doi cilindri în figura este reprezentată epura unei lunete, respectiv suprafețele de intrados ale unei lunete Linia de intersecție este o curbă cu dublă curbură, care, pe planul orizontal de proiecție, se proiectează după un arc de hiperbolă Generatoarele sînt orizontale, iar directoarele, cercuri e** ' '**,’· rr? W/ : η r ζ· \·| • * Λ f » :Χ * * - · * * EXÍk¿ *· l-b •>Q· ч Ni In cazul cînd axele celor două suprafețe cilindrice se intersectează sub un unghi de ° (lig ), luneta este dreaptă, iar cînd unghiul axelor diferă de unghiul drept, luneta este piezișă, Intersecțiile dintre o boltă inelară și o boltă cilindrică, atunci cînd ultima are înălțimea mai mică, se numește tot lunetă Luneta inelară este dreaptă dacă axa bolții ce trece prin axa de rotație a bolții inelare întîlnește centrul acesteia, iar în caz contrar luneta este piezișă Daca o boltă conică pătrunde într-o boltă cilindrică se obține o intersecție numită luneta conică, DESFĂȘURĂRI CU APROXIMAȚIE DE SUPRAFEȚE NEDESFĂȘURABILE Evaluarea suprafețelor prin secționarea cu plane auxiliare și înlocuirea patrulaterelor curbilinii cu patrulatere plane în teoria și practica construcțiilor sînt folosite, pe scară din ce în ce mai largă, suprafețele nedesfășurabile riglate și neriglate Deoarece în procesul tehnologic de fabricație aceste suprafețe se execută uneori prin sudare din tablă sau din materiale plastice, apare problema desfășurării cu aproximație pe suprafață plană și a evaluării lor în figura este reprezentat un cilindroid, avînd ca plan director planul Q Suprafața acestuia s-a secționat cu plane de nivel și cu plane verticale, rezultînd patrulatere curbilinii, ca de exemplu — — — Cu ajutorul rotației s-au găsit laturile și o diagonală în adevărată mărime, suprafața putînd fi desfășurată La fel se desfășoară suprafața conoidului Analog se desfășoară suprafața hiperboloidului cu o pînză, a elipsoidului oarecare și a paraboloidului hiperbolic, iar suprafața cilindrului strîmb cu trei directoare (două în poziție de front) se desfășoară prin secționare cu plane de front și cu plane de capăt (trecînd prin directoarea dreaptă) Analitic, ecuația elipsoidului, de exemplu, conduce la rezolvări de integrale duble, aria putînd fi exprimată prin : S = JJ D + p + d rd , Fig, , Desfășurarea eu aproximație a cilindro! d ului care poate fi calculată cu ajutorul funcțiilor eliptice Prin compararea rezultatelor obținute grafic și analitic s-a ajuns la o eroare de — , % Evaluarea suprafețelor nedesîașurabile prin elemente plane, tangente la suprafață Teorema lui S c h w a r tz demonstrează erorile de aproximație care pot interveni în cazul desfășurării unor suprafețe pe plane înscrise suprafeței, de aceea s-a studiat posibilitatea dc desfășurare cu aproximație, folosind plane tangente Totodată s-a urmărit și stabilirea gradului dc aproximație în raport cu numărul planelor tangente folosite S-au studiat două suprafețe : elipsoidul și paraboloidul hiperbolic Pentru elipsoid poziția planelor tangente s-a fixat cu ajutorul afinității, considerimi plane tangente în puncte corespunzătoare la distanțe egale pe cercul afin elipsei Adevărata mărime a patrulaterelor tangente suprafeței s-a determinat grafic, prin rabatere pe planul de nivel în cazul utilizării a plane tangente pe motiv de simetrie, este necesară desfășurarea a elemente, iar pentru plane tangente, de elemente Precizia obținută în ultimul caz este de + , % Din cele menționate rezultă că, prin utilizarea relațiilor de afinitate dintre cerc și elipsă, se realizează plane tangente care urmăresc curbura și permit o evaluare apropiată de cea calculată analitic cu un număr relativ mic de suprafețe elementare tangente suficiente pentru majoritatea problemelor ce se ivesc în practica proiectării și executării lucrărilor Avantajul metodei este că duce la rezultate mulțumitoare, prin calcule grafice simple Evaluarea prin desfășurare a suprafețelor hiperboloidului cu una și eu două pinze, în comparație cu conul asimptot Pentru a se urmări mai bine curbura conicelor, se stabilesc puncte în corespondență între cerc și conică, prin proiecție centrală S-au desfășurat hiperboloizi cu diferite rapoarte ale axelor Astfel, pentru raportul de , s-a desfășurat grafic conul asimptot, generatoarele fiind rotite în poziție paralelă cu planele de proiecție, iar elipsa de bază desfășurată grafic Pentru hiperboloidul cu o pînză, desfășurarea pe plane tangente la suprafață este arătată în figura Fig , Desfășurarea hiperboloidului cu o p'nză w r π ‘V · ‘A "'V '· pentru fiecare nod împins sînt necees a re cîte trei ba,re, suplimentare, , ( ? ,, v , Rețeaua spațiali) planar-păRală este țin planșeu eu zăbrele format din două rețele plane oVizb Jitiile,’ subîmpărțile în p'hlraíc egale și legate intre ele prin bare diagonale Peneri huilă vii t urile pătratelor Unei rețele «corespund eu centrele pătratelor celei de a doua> rețea · Barele de,· legatura dintre cele două rețele sîhț oblice și egale/ ' Reprezentarea rețelei spațiale planar-pătrată în dubla proiecție ortogonală este arătată în figura , a, iar în proiecția paralelă în figura , b Această rețea prezintă două tipuri de bare : rețele pătrate și diagonale de legătură în fiecare nod se întîlnesc patru bare orizontale și patru diagonale simetric distribuite, care fac cu verticala același unghia (toate nodurile sînt de același tip) între elementele rețelei spațiale se pot stabili relații de legătură Astfel, notînd cu h înălțimea planșeului, cu p latura pătratului și cu d lungimea diagona ei, rezultă: f O tip de bare adică p ~ d, trebuie ca : p , adică h în care caz : tg a = P • ' P deci a == ° Se observă că planșeul poate fi descompus în poliedre elementare, egale între ele, dar așezate diferit (fig , a), și anume, piramide regulate cu baze pătrate situate alternativ în cele două rețele plane, și tetraedro regulate, cu două din muchii opuse, cîte una în fiecare rețea plană Din cele două volume elementare, tetraedrul este indeformabil, iar piramida deformabilă Combinarea lor duce la rețele a căror indeformabilitate trebuie verificată Astfel, volumul elementelor (fig , b) care se repetă în rețeaua spațială, și anume prisma oblică, ce se formează prin combinarea a două piramide vecine Aabed și eABED și cele două tetraedre ABeb și ADed, este un volum deformabil (n = ; b = ; x = ψ ) în figura , c s-a înlocuit diagonala interioară Ae cu diagonala exterioară bd și s-a mai introdus o bară suplimentară BD, structura devenind indeformabilă Luînd, în acest caz, h ——^-nodurile rămîn identice, dar se obțin două tipuri de bare V în cazul cînd se suprapun două straturi din volume ca cele arătate în figura , b, se obține volumul indeformabil din figura , d (n = ; b = ; X - G = ) Pentru o rețea spațială considerată în ansamblul ei, condiția de indeformabilitate proprie duce la rezultate diferite, după numărul de ochiuri ale rețelei Pentru un pătrat cu latura L= mp, în care p este latura ochiului pătrat al rețelelor plane, există cîte m x m și (m — ) x (m — ) ochiuri, un număr total de n noduri și de b bare, care se pot evalua : b — m(m -p ) -P /n(m — ) -(- ma = ma Pentru acoperirea unui dreptunghi cu laturile Lk~mp și L = sp, relațiile de calcul devin : л =s (m -p l)(s -p ) ~p ins = /ш -p' ni -p s -p ; b = rn(s + ) -p (/n — l) s· d- ms = ( ms -m — s) , , Rețeaua spațială planar-pătrată diagonală Rețeaua spațială planai’ pătrată diagonală se obține dispu nînd carola jele celor două rețele plane, orientate după diagonala pătratului acoperit (fig , , a) Cele două tipuri de rețele au A«B»C Fíg , Rețea spațială plan аг-ipă trată Fig » Volume elementare în rețeaua spațială planar-pătrată Fig Rețea spațială pla-nar-pătrată diagonală • f , · JF Fig , Rețea spațială planâr-triunghiulară Ί i- * > V ♦ aceleași tipuri de noduri, aceleași tipuri de bare (în panourile curente), însă se deosebesc prin zăbrelele de contur La rețeaua spațială planar-pătrată diagonală sînt necesare grinzi cu zăbrele speciale pe contur, verticale, care măresc rigiditatea planșeului , Volumul elementelor care se repetă în rețeaua spațială este alcătuit prin alăturarea unui tetraedru la un octaedru (fig , d), structură indeformabilă (n= , b = , x = ) ' - · * · Acest tip de rețea nu poate însă acoperi decît arii în formă de triunghiuri echilaterale sau hexagoaiiQ regulate,, deoarece grinzile de contur nu sînt identice decît după direcțiile laturilor triunghiului echilateral Rețeaua: spațială planâr-triunghiulară obținută prin translația verticală O altă rețea spațială planar-triunghiulară este aceea în care cele două rețele plane se obțin una din alta prin translație verticală (fig , p) Barele de legătură între cele două rețele plane sînt montanții și diagonalele (fig: ,·^) - Un vîrf A este , legat cu un montant de vîrful corespondent din rețeaua inferioară a și cu trei diagonale simetric dispuse față de montantfAc, Ae,: Ag, de alte trei -vîrfuri ale triunghiurilor din rețeaua inferioară La rîndul său fiecare vîrf din rețeaua inferioară ' a, este legat în același mod de vîrfurile triunghiurilor din rețeaua superioară, i' - Caracteristicile unei astfel spațială sînt următoarele : — are numai trei tipuri laturile rețelei triunghiulare lungime p, montanții de lungime h, diagonalele d de lungime de retele bare de plane de 'în cazul cînd h ~ p există numai două tipuri de bare, montanții egali cu latura ochiului rețelei și diagçnalelç ·■ I / * · * o * Fig Rețea spațială planar-triunghiulară i > i ,, i i po pătrat:* ' * — nodurile curente sînt de același tip (fig » b) ; în fiecare nod se întîlnesc cîte șase bare (ale rețelei plane) formînd între ele unghiuri de (X, un montant vertical și trei diagonale simetric distribuite fața de montant, cu care formează același unghi α ; — relațiile de legătură între elementele rețelei sînt : cînd p = h, rezultă d = χ/ p ; tg α = — == , deci α « ° ; — rețeaua sc poate adapta și pentru acoperirea unei arii pătrate sau dreptunghiulare, necesitînd atunci tipuri de bare suplimentare pe contur (fig , a) Volumul elementar care se repetă este o prismă dreaptă cu bazele rombice (fig , c), avînd n = , b = , X - = , structura fiind stabilă STRUCTURI RETICOLARE SPAȚIALE Aproximarea suprafețelor eu poliedre Trecerea de la o construcție continuă la o structură reticulară înseamnă, geometric, aproximarea suprafeței tediane a acelei construcții cu o suprafață poliedrală Orice suprafață se poate aproxima cu o rețea poligonală spațială, luînd pe acea suprafață puncte indirecte și rezultînd noduri și bare sau vîrfuri, muchii și fațete triunghiulare sau poligonale Aceste puncte se iau suficient de aproape și pe cît posibil echidistante în spațiu Luînd un punct al unei porțiuni simple de suprafață ca centru și descriind o sferă suficient de mică (fig , n), pe curba ci de intersecție se pot lua maximum cinci coarde egale cu raza sferei, fără ca, în general, poligonul strîmb să se închidă, în jurul punctului, pe suprafață, rezultă cinci triunghiuri echilaterale și un triunghi isoscel, cu unghiul la vîrf sub ° Aproximarea unei suprafețe cu un poliedru este cu atît mai bună cu cît poliedrul are muchii mai mici și mai puțin diferite între ele, întrucît echipartițiile regulate și semiregulate sînt în număr limitat, și numai în plan și pe sferă Echipartițiile regulate și semiregulate plane se pot transpune pe cilindrul de rotație și, în general, cu aproximație, pe suprafețele desfășurabilc, dreptele unei echipartiții plane devenind prin desfășurare curbe geodezice ale suprafeței respective, astfel îneît distanțele dintre nodurile rețelei plane se păstrează pe suprafață și nu de-a lungul coardelor respective, afară de generatoarele drepte Numai cilindrul de rotație, ale cărui geodezice sînt olicele cu rază de curbură constantă, Û Fig Structuri reticulare spațiale permite aproximarea lui prin înfășurarea unor echipartiții regulate și semiregulate plane Astfel se poate înfășură pe orice cilindru o rețea pătrată (fig b) sau triunghiulară (fig , c), cu unele drepte de-a lungul generatoarelor în cazul rețelei triunghiulare, celelalte drepte sînt coardele egale ale unor elice simetrice tăind generatoarele sub un unghi ; de ° Pe cilindrul de rotație se poate înfășură o rețea triunghiulară cu unele din drepte de-a lungul secțiunii circulare Cu notațiile din figura , d și anume R fiind raza cilindrului, d — lungimea laturii rețelei, t — distanța între secțiunile circulare, rezultă pentru poligoanele regulate AÁ, și BBy (de latură d, rotite * ·’ cu un unghi—AaA, pentru ca triunghiul ABA și BAB să fie echilateral) : Din AB' = AòsH~ Bb¿ rezultă ecuația în t [P - ( /fa - d )/ - d (da - Ka)a » din care reiese^Jvaloarea acceptabilă reală cu condiția ca К * » / Suprafețe poliedrnle sferice Cupole geodezice Echipartițiile bidimensionale în spațiu (regulate și semiregulate) conduc là cele cinci poliedre regulate (tetraedrul, octaedrul, icosaedrul, hexaedru! și dodecacdrul) și la cele poliedre seiniregulate, inscriptibile în sferă Reciproc, singura suprafață care se poate aproxima cu suprafețe poliedrale avînd muchii egale și unghiuri solide identice este sfera însă, nu toate echipartițiile sferice, ca rețele spațiale, satisfac condiția de indeformabili ta te geometrică M — V — , ci numai trei, și anume : tetraedrul, octaedrul și icosaedrul (adică acelea cu fețele triunghiuri echilaterale) Echipartițiile bidimensionale în spațiu sînt legate din punct de vedere static-cnergetic de echipartițiile spațiului însuși Proprietățile geometrice spațiale ale poliedrelor care conduc la aceste echipartiții au fost justificate dinamic de către B u km ins ter Ful er ( ) și William Bragg ( ) Se amintește că echipartiția omogenă a spațiului cu hexaedre nu este izotropă și că izotropismul se obține cu trei echipartiții semiregulate (tetraedrul și octaedrul, octaedrul și cuboctaedrul și un poliedru Kelvin — octaedrul trunchiat) Echipartiția semiregulată cu octaedrii și cuboctaedrii constituie o rețea punctuală spațială formată din vîrfurile cuboctaedrilor și centrele lor (puncte echidistante în direcții simetric repartizate în spațiu) Cuboctaedrul fiind singurul poliedru avînd muchia egală cu raza sferei circumscrise, punctele acestei rețele sînt centrele unor sfere egale, tangente între ele în cea mai compactă așezare în spațiu (fiecare sferă este tangentă la alte sfere egale ale căror centre formează un cuboctaedru, iar punctele'de contact pe fiecare sferă formează de asemenea un cuboctaeru) Fuller asimilează un cîmp energetic în echilibru cu așezarea cea mai compactă de sfere egale (fig , a), ajungînd la cuboctaedru Bragg găsește același aranjament geometric de sfere în aglomerările de atomi în continuare Fuller observă că, dacă se înlătură sfera centrală din această așezare compactă, cele sfere înconjurătoare care aveau centrele în vîrfurile unui cuboctaedru, se reașază, înconjurînd mai' ștrîns golul rămas, centrele sferelor ajungînd în vîrfurile unui icosaedro (fig , b) Fuller trece în continuare de îi* г Fig Structuri indeformabile, la icosaedri! la octaedru și în sfîrșit la tetraedru El ajunge la ideea că eforturile tind să se transmită într-o structură sau rețea geometrică, pe drumul cel iai scurt, adică structurile triangulare spațiale constituie rețelele energetice cele mai scurte și mai economice Cele trei poliedre, icosaedrul, octaedrul și tetraedrul, pot fi subîmpărțite în triunghiuri și proiectate pe sfera circumscrisă, din centrul ei, obținînd structurile triangúlate cu maximă rezistență, numite structurile geodezice ale lui Fuller Tetraedrul este singurul care poate constitui o suprafață poliedrală de acoperire a unui plan triunghiular, octaedrul și icosaedrul trebuie să fie secționate, devenind deformabile Un octaedru secționat după un plan de simetrie necesită încă o bară pentru a fi indeformabil (o piramidă icosaedrală necesită două bare, iar cea dodeca drală, îică bare) Aceste aproximări ale sferei cu poliedre regulare și semiregulate conduc la cîte un singur tip de bare și noduri, dar nu pot răspunde la orice diametru al sferei, lungimea optimă a unei bare fiind de — m Pentru a realiza cupole reticulare de raze mari trebuie ca, plecînd de la cele poliedre regulate și de la cele poliedre semiregulate, în special de la cele indeformabile sau care au numeroase fețe triunghiulare, să se multiplice fețele și vîrfurile, astfel ca să rezulte cît mai multe muchii (bare) egale și cît mai multe unghiuri solide identice (noduri) Această multiplicare, după anumite legi, de fețe și vîrfuri, face ca poliedrul să tinda spre sferă printr-un șir de poliedre cvasiregulate cu muchii și fețe din ce în ce mai mici și mai apropiate ca dimensiuni, pînă cînd barele ajung de circa , m lungime Realizarea cupolelor geodezice Pentru ca un poliedru regulat sau semi-regulat să tindă către o sferă, conducînd la șiruri deosebite de poliedre cvasiregulate există patru modalități Proiectarea pe sfera circumscrisă, din centrul ei, a mijloacelor muchiilor poliedrului (dedublarea) în figura , a este reprezentată o astfel de dedublare pentru tetraedru, iar în figura , b, pentru hexaedru Prima dedublare face să apară cîte două tipuri de muchii, vîrfuri și fețe, păstrînd la vîrfurile poliedrului inițial același număr de muchii, dar introducînd noi vîrfuri cu cîte șase muchii De asemenea, mai apar fețe triunghiuri isoscele în jurul vîrfurilor, dar se păstrează același număr de fețe poligoane regulate, invers omotetice fețelor poliedrului inițial Oricare ar fi ordinul dedublării, poliedrele cvasiregulate păstrează numărul de fețe poligoane regulate ale poliedrului inițial, ele fiind succesiv, invers ci direct omotetice acestora De asemenea, păstrează același număr de muchii la venere poliedrului inițial, introducînd însă fețe triunghiulare (isoscele, scalene) și noi vîrfuri cu cîte trei și șase muchii Tetraedrul, octaedrul și icosaedrul, avînd fețele triunghiulare aproximează suficient de bine sfera chiar la primele dedublări, atît geometric, cît și estetic Hexaedrul și dodecaedrul, precum și poliedrele semiregulate, păstrînd fețele pătrate, pentagoanele, octegoanele etc au unghiuri și muchii diferite chiar la un ordin înaintat de dedublare împărfirea în părți egale a arcelor de cerc mare ale sferei circumscrise, subîntinse de muchiile poliedrului (diviziunea) în figura , a este reprezentată o împărțire prin diviziune a tetraedrului Diviziunea în trei părți egale conduce și la determinarea diviziunilor în eîmpuri, conducînd la poliedre cvasiregulate, care păs- astfel că tind mai încet spre sferă* ч «Ite ia «efe liedrol dinte i circa semi· basire· •drulni i fețe, întind oscele ■дѵек Fig geode- Realizarea cupolelor zice prin dedublare Fig Realizarea cupolelor geodezice prin diviziune Ч mai ■»& i# Z trează în vîrfurile poliedrului inițial tot atîtea muchii și fețe, devenind însă triunghiuri isoscele, și care introduc, corespunzător fețelor, tot atîtea fețe însă cu un număr Jdublu de laturi, cele opuse fiind paralele și inegale împărțirea în , , , părți egale a acelorași arce subîntinse de muchiile poliedrelor regulate sau semiregulate dă naștere la poligoane strîmbe, cu anumite simetrii, avînd un număr de laturi de , , , ori mai mare decît al fețelor corespunzătoare ale poliedrului inițial, motiv pentru care diviziunea nu poate conduce singură la rețele triangulare sferice в А А Ѳ ’ ' А Fig Realizarea cupolelor geodezice prin maclare , - » : - - * ’ « ' îs ; ·,-'·»-» % x - - * x - * Proiectarea pe sfera circumscrisă, din centrul ei, a centrelor fețelor poliedrului (maciarea) Această construcție introduce poliedrul reciproc înscris în aceeași sferă, rezultînd o penetrație a celor două poliedre Prin maciarea tetraedrului cu vîrfurile în AAAA (fig , a) construcția conduce la al doilea tetraedri! avînd vîrfurile notate cu BBBB, simetric față de centrul sferei Mpchiile celor două tetraedre sînt perpendiculare și se intersectează la jumătate, formîndu-se astfel un poliedru concav Solidul comun al celor două tetraedre este octaedrul SSSSSX motiv pentru care poliedrul se numește cctaedru stelat, la‘ care unind vîrfurile exterioare se obține un cub Prin maciarea cubului (fig , b) se introduce octaedrul înscris în aceeași sferă, rezultînd maclocuboctaedrul Unird vîrfurile celor două poliedre maclatè se obțin două poliedre cvasiregulate : cubul piramidal convex (fig , c), prin Fig Cupole geodezice rezultate prin piramidare reținerea muchiilor cubului, și octaedrul piramidal concav (fig , d), prin reținerea muchiilor octaedrului Reținînd muchiile ambelor poliedre se obține o rețea spațială triangulată indeformabilă, în două straturi (fig , e) în cazul dodecaedrului, prin maclare se introduce icosaedrul înscris în aceeași sferă (fig , a) Unind vîrfurile celor două poliedre maclate rezultă două poliedre cvasiregulate : dodecaedrul piramidal convex (fig , b) și icosaedrul piramidal concav (fig , c) Piramidarea fețelor netriunghiulare ale poliedrelor Prin proiectarea din centrul sferei, pe sfera circumscrisă, a centrelor fețelor (pătrate, pentagonale etc ) ale poliedrului se obțin poliedre cvasiregulate cu fețe triunghiuri echilaterale — ale poliedrului inițial — și fețe triunghiuri isoscele Piramidarea se aplică în special poliedrelor semiregulate Continuînd piramidarea cu dedublarea se pot găsi poliedre cvasiregulate tin-zînd mai repede către sferă, cu alte proprietăți și, în special, cu mai puține tipuri de muchii și vîrfuri De remarcat éste faptul că toate poliedrele semiregulate sînt deformabile, prin piramidare însă devin indeformabile Aplicînd piramidarea la dodecaedri! se obține figura , b întîlnită și la maclare Dintre cele patru modalități de a obține poliedre cvasiregulate, numai dedublarea și piramidarea pot fi aplicate succesiv Pentru a obține rețele sferice triangúlate, dedublarea trebuie aplicată la icosaedro, iar piramidarea la dode- Reprezentări geometrice și desen tehnic — cd -caedru ·— dintre poliedrele regulate precum și la triokontagon (icosdode-caedru), la icosaedrul trunchiat și la dodecaedrul teșit — dintre poliedrele semiregulate O piramidare poate fi urmată de alte piramidări (care introduc la fiecare față triunghiulară, pe lingă cele trei muchii ale feței, încă trei muchii egale), sau de dedublare, care introduce la fiecare față triunghiulară trei perechi de muchii egale și încă trei muchii proporționale celor ale feței în acest fel rezultă cinci șiruri de poliedre cvasiregulate, care, din punct de vedere al utilizării constructive și în cazul delimitării lor la calote sprijnite continuu pe cercuri mici sau pe ecuator sau din puncte pe acestea, pot fi numite rețele triangulare sferice sau cupole geodezice După poliedrul de origine, cele cinci șiruri de poliedre cvasiregulate se numesc : icosaedrale, dodecaedrale, icosdode-icaedrale (sau A III), icosaedral-trunchiate (sau AV) și dodecaedral teșite (sau A XIII) Contribuții importante în aceste domenii au adus A Gheorghiu și V D r a g o m i r prin lucrările publicate în cazul rețelei icosaedrului, la prima dedublare, pentru o față se obține rețeaua din figura , a, la a doua dedublare cea din figura , b și la a OD H °D H OD ieosaedru obținute cvasiregulate Poliedre Fig, , prin dedublări succesive din treia dedublare cea din figura , c, din care prin omiterea unor bare se poate obține rețeaua din figura , d Clasificarea cupolelor geodezice dupti deschidere Din cele prezentate, cupolele geodezice se pot clasifica astfel : o c u P θ J o ge odezice mic i, care se înscriu între deschiderile de și m, realizabile la prima și a doua dedublare a icosaedrului și dodecaedrului piramidal, apoi prin piramidarea și prima dedublare a icosdodecaedrului și prin piramidanle icosdodecaedrului trunchiat și ale dodecaedrului teșit (ultimele dau deschideri de — m, primele lor dedublări sărind la m, în condițiile barei de circa , m) ; — cupole geodezice mijlocii, cu deschideri între și m, care se pot obține, la limita inferioară, prin primele dedublări ale icosaedrului trunchiat și ale dodecaedrului teșit, piramidate, iar la limita superioară, prin cea de a doua dedublare a acelorași poliedre ; intermediar se înscriu rețelele dode-caedrale la a doua dedublare și icosaedrale la a treia dedublare ( m) ; — cupole geodezice mari, de peste m deschidere Tipurile de rețele ale icosaedrului trunchiat și dodecaedrului teșit conduc la deschideri și mai mari (la a treia dedublare) Deschideri de m s-ar putea realiza prin subîmpărțiri în , , ale rețelelor icosaedrale și dodecaedrale sau prin împărțirea în a rețelei dodecaedrului teșit Rețele geodezice în strat dublu Rețelele triangulare sferice se pot combina pe două sau trei sfere concentrice, legîndu-se între ele prin montanți sau diagonale* obținînd astfel o rețea spațială multidirecțională sferică Cele două rețele sferice concentrice nu pot fi de același tip, și într-un raport de asemănare ce rezultă din grosimea adaptată pentru rețeaua spațială față de raza exterioară Asemănarea ar conduce la montanți radiali și la noduri cu foarte multe bare concurente Întrucît trapezele care rezultă în plane radiale (fig a) necesită ele însele o triangulație, se ajunge la grinzi cu zăbrele în plane normale la sferă și intersectîndu-se cîte trei pe montanți, motiv pentru care, prima și cea mai naturală stratificare de rețele poliedrale sferice este cea care rezultă din combinarea a două rețele reciproce (formînd sau nu o maclă, adică înscrise sai£ nu în aceeași sferă) La rețeaua triangulată exterioară se alătură la interior, ca al doilea strat, rețeaua reciprocă de hexagoane strîmbe și de pentagoane plane corespunzătoare vîrfurilor icosaedrului inițial (fig , b) Rotind baricentrele triunghiurilor* interioare și unindu-le cu vîrfurile rețelei exterioare, rezultă rețeaua în strat dublu (fig , c) Vîrfurile rețelei reciproce se iau pe raza sferei ce trece prin centrili cercului circumscris feței triunghiulare a rețelei inițiale (perpendiculară acestei fețe) în interior sau în exterior Unind aceste vîrfuri cu vîrfurile feței triunghiulare· inițiale rezultă că la n triunghiuri de un tip corespund n vîrfuri de același tip ale rețelei cvasireciproce, iar diagonalele de legătură între cele două straturi, conduc la n bare egale în același fel, nodurile de bare ale rețelei exterioare devin noduri de bare, iar cele interioare de bare devin de bare Fullee a realizat o astfel de cupolă geodezică în strat dublu pentru pavilionul S U A din cadrul expoziției de la Montreal din La cupolele geodezice într-un singur strat înseși structurile de acoperire constituie un al doilea strat Se mai poate obține al doilea strat, cel exterior, ducînd' planele tangente în vîrfurile unei rețele poliedrale sferice date, reiultînd o rețeat * Fig Rețele geodezice în strat dublu poliedrală reciprocă circumscrisă aceleiași sfere, dar cu fețe plane (fig , d) Dacă prima rețea înscrisă în sferă este triunghiulară, rețeaua reciprocă circumscrisă are fețe hexagonale neregulate dar plane și fețe pentagonale regulate Cupolele geodezice în strat dublu rezultă prin asamblarea exclusivă a unor tetraedre (nu și a unor piramide patrulatere, octaedre sau cuboctaedre întîlnite la rețelele multidirecționale' planare) Capitolul , ‘ AXONOMETRIE t t * t I f Ã / У л л Л tu · ♦ ΊΙ un segment de capăt jk, j'k' (fig , c) și descriind un rază kj diverse reduse, se obțin toate proiecțiile oblice nedeformate ale direcții de proiectare Segmentele proiectate în cele în exterior amplificate cerc cu centrul în λ* de segmentului dat, pentru interiorul cercului s»nt «Йе titiil ''tr- Жік Oîb ver· ■aza iat jai ІГІП ari Fig Proiecția oblică a dreptelor particulare pe planul vertical de proiecție Orizontalele (fig , a), dreptele de capăt (fig , b) și frontoorizontalele , c) se proiectează pe planul orizontal de proiecție în adevărată • X * J · * · · «· me Verticala se proiectează în general deformat și poate avea pioiecția oblică pe planul orizontal, mai mare, egală sau mai mică decît segmentul din spațiu (așa cum s~a arătat și pentru proiecția pe planul vertical) Proiecția oblică a figurilor plane și a corpurilor O figură plană se proiectează oblic prin proiecția oblică a vîrfurilor sale Figurile plane in proiecție oblică apar deformate în general, cu excepția cazului cînd planul lor este paralel cu planul pe care se face proiecția о Proiecția oblică a "unui [corp geometric se obține proiectînd oblic vîrfurile corpului, care sînt puncte, respectiv muchiile, care sînt drepte Utilizarea proiecției oblice duce în unele cazuri la rezolvări convenabile a unor probleme de reprezentări geometrice, cum sînt intersecția dreptei cu planul, secțiunile plane prin poliedre etc \ Fig Proiecția oblică a dreptelor particulare pe planul orizontal de proiecție PROIECȚIA OBLICA FRONTALĂ (PERSPECTIVA CAVALIERĂ) Proiecția cubului Fie dat cubul din figura cu fețele paralele cu planele de proiecție, prin proiecția orizontală și verticală Aceste proiecții cu toate că X permit măsurarea precisă a dimensiunilor, nu sugerează obiectul din spațiu Proiectînd însă oblic acest cub, după direcția p, p' pe planul vertical de proiecție și se obține proiecția oblică pe planul unind punctele de urmă ale proiectantelor vertical a cubului numită proiecție frontală, sau perspectivă cavaticiă Muchiile fețelor paralele cu planul vertical de proiecție se proiectează pe planul vertical în adevărată mărime, adică pot fi măsurate, la scara desenului, în adevărată mărime Muchiile perpendiculare pe planul vertical apar deformate Pentru a se putea măsura este necesar să se construiască o scară grafică, arătînd ce devine un segment unitar prin proiecție Cu observația că pentru fiecare direcție de proiectare este necesară o altă scară, se poate afirma că în proiecția frontală, respectiv in perspectiva cavalieră se pot măsura elementele unui obiect Proiecția frontală a axei Oz/ Realizarea imaginii în perspectiva cavalieră șe reduce la un desen liniar, dacă se așază obiectul cu fețele paralele cu planele de proiecție și dacă se proiectează axele, respectiv axa Oy după direcția dată, întrucît în perspectiva cavalieră se păstrează paralelismul Fie dat astfel un cub (fig ) și axele de coordonate Ox, Oy, Oz, precum și direcția de proiect are p, p , Axa Oy se proiectează oblic pe planul V cu ajutorul , unui punct Axele Ox și Oz rămîn perpendiculare, iar direcția axei a treia Oy este de acum cunoscută Dacă însă direcția de proiectare nu este cunoscută și poate fi deci oarecare, muchiile paralele cu planul vertical de proiecție se vor proiecta în ade- Fig, : Proiecția oblică a cubului · ‘ - Fig Perspectiva cavalieră a cubului i Fig Coeficienți de deformare varata mărime și se va lua apoi o direcție oarecare și o scară, la alegere, pentru muchiile ce se formează, perspectiva cavalieră fiind perfect determinată Deformațiî, scări, direcții de proiectare Pentru o direcție oarecare O y , și o scară de lungimi după această direcție, tot oarecare, există întotdeauna o direcție de proiectare oblică corespunzătoare Fie date axele de coordonate din figura , a Proiectînd oblic pe planul V un punct oarecare У în Yo, șe obține perspectiva cavalieră ОУ a axei Oy, Deformada după această direcție este : θ'/o ■' -'· Oy · ' ■ · ’ · · ' · · - '- г · · , ·** * v ’* ¿ **· ' · Exemple de reprezentare în proiecție oblică pe plan de nivel în reprezentarea elementelor de construcții este folosită frecvent proiecția oblică frontală Ia reprezentarea construcțiilor și a ansamblurilor arhitecturale, pe planele de situație, la diferite interioare, la dotarea diferitelor încăperi etc , deoarece această reprezentare dă o imagine spațială (fig , a și b) CIasițicaiea reprezentărilor axonometrice După scări, reprezentările axonometrice’se clasifică în felul următor : — proiecții axonometrice izometrice, în cazul cînd scara de reprezentare este aceeași după direcțiile tuturor axelor; - — proiecții axonometrice dimetrice, în care scara de reprezentare este aceeași după două axe și diferă pe a treia ; · — proiecții axonometrice trimetri ce seni, ani zo met ri ce, la reprezentarea cărora scara diferă pe fiecare din cele trei axe Proiecțiile oblice pe plane de front și de nivel se reprezintă în general dimetric I * * * TRASAREA UMBRELOR , Direcția razelor de lumină Pentru a se scoate în evidență volumul obiectelor reprezentate în dubla proiecție ortogonală se Folosesc umbrele, adică se reprezintă obiectul împreună cu umbra lui, dîndu-i-se astfel profunzime, iar reprezentarea lui devenind mai sugestivă Trasarea umbrelor este, o proiecție oblicii Razele luminoase produse de orice sursă se consideră că se propagă în linie dreaptă, indiferent de mediile transparente prin care trec, Sursa de lumină se consideră un punct prin care trec razele de lumină Corpurile opace opresc razele de lumină I do Fig Trasarea umbrelor De la o sursă de lumină (fig , a) razele de lumină merg în linie dreaptă și întîlnesc corpul C, la care razele de lumină tangente determină o linie de separare între partea luminoasă și cea umbrită a corpului Aceste raze de lumină formează un con cu vîrful în S - Un plan sau un ecran opac P poate intersecta conul de lumină, și în acest caz apare linia de intersecție dintre acesta pe planul P și totodată partea umbrită din interiorul conturului astfel format Convențional, se numește umbră proprie partea neluminată a corpului C și umbră aruncată sau purtată, partea neluminată de pe planul P în cazul surselor de lumină apropiate, razele de lumină sînt concurente în punctul de sursă, iar cele tangente corpului formează un con, umbra astfel obținută numindu-se „umbra la ипрпдге“ (fig , o) 'Dacă însă sursa de lumină este foarte îndepărtată, razele de lumină sînt paralele, cele țangențe la un corp formează un cilindru Soarele fiind foarte îndepărtat de pămînt, razele de lumină care vin de la el se consideră paralele, iar umbra astfel construită se numește „umbră la soare (fig, , b) Rezultă, deci, că umbra corpurilor în primul rînd este în funcție de poziția sursei de lumină față de corp * în reprezentarea corpurilor cu ajutorul umbrelor, s-au adoptat conxențional anumite reguli, în vederea uniformizării și simplificării construcțiilor grafice, precum și pentru obținerea unor imagini sugestive Astici : ~ sursa de lumină se găsește la-infinit, razele de lumină sînt paralele între ele ; — direcția razelor de lumină este după diagonala unui cub ale cărui fețe sînt situate în planele de proiecție, direcția fiind orientată spre origine (fig , c) ; — în epură proiecțiile razei de lumină pc planele de proiecție formează un unghi de ° cu axele de proiecție (fig , J) în realitate, raza de lumină formează numai ° ', lucru ce se poate demonstra printr-una din metodele geometrici descriptive, de exemplu, prin rabatere Problema trasării umbrelor în epură se reduce la găsirea liniei după care cilindrul razelor de lumină este tangent la corp, precum și la găsirea intersecției acestuia cu o față sau cu un corp în primul caz trebuie găsită umbra proprie, iar în al doilea caz, umbra aruncată Sursa de lumină se consideră în primul diedru, ca urmare în acesta umbra este reala, în restul diedrelor umbra este virtuală Umbra punctului Punctul nu are dimensiuni, ca urmare nici umbră proprie Umbra aruncată a unui punct se găsește la intersecția razei de lumină dusă din punct, cu suprafața, corpul sau planul respectiv Se știe că intersecția unei drepte cu o suprafață sau cu un plan este un punct, urma acestei drepte Din cele două urme ale unei drepte, cea din diedrul I se consideră reală, cealaltă fiind virtuală Fie date punctele А, В și C (fig , a) Să se caute umbrele acestora Punctul A avînd cota egală cu depărtarea, umbra sa va fi pe linia de pămînt Punctul B, Fig , , Umbra punctului avînd depărtarea mai mare va avea umbra reală pe planul orizontal de proiecție,, iar punctul C, avînd cota mai mare decît depărtarea, are umbra reală pe planul vertical de proiecție Umbra punctelor pe un plan de nivel, de front, vertical și de capăt sînt date în figura , b Urma unui punct pe un plan P este arătată în figura , c și se obține ducînd o rază de lumină (o dreaptă) prin punctul dat și căutînd intersecția acesteia cu planul P, eu ajutorul unui plan auxiliar proiectant Umbra unui punct pe un corp oarecare, de exemplu un con sau o piramidă, se reduce la intersecția razei de lumină cu corpul respectiv (fig , d) în cazul umbrei pe o prismă sau pe un cilindru, problema are aceeași rezolvare ; se duce un plan prin raza de lumină paralel cu muchiile prismei, respectiv cu generatoarele cilindrului (în cazul conului și al piramidei planul trece prin vîrful acestora) Din cele, două puncte de intersecție ale razei de lumină se alege acela care întîlnește mai întîi corpul, adică umbra reală a acestuia Umbra dreptei Dreapta, la fel ca și punctul, nu are umbră proprie, ci numai umbră aruncată Această umbră se găsește ducînd un plan de lumină prin dreaptă și găsind urmele acestui plan pe planele de proiecție în epură (fig , a) dreapta d, сГ fiind dată prin proiecțiile urmelor h, h' și p, p', h și ό sînt propriile umbre Mai interesează un punct, și anume, acela în care umbra trece prin linia de pămînt și care se știe că este umbra unui punct din semi-planul bisector ; acest punct se găsește cu ajutorul unei drepte auxiliare, simetrice Fig Umbra dreptei oarecare pe planete de proiecție Fig , Umbra dreptelor particolare i uncia din proiecții in raport cu linia de pămînt Umbra reala este pe ambele plane de proiecție, și anume, între / și « pe planul orizontal de proiecție și între ¿/όζ, pe planuU vertical de proiecție în cazul cînd dreapta este dată numai printr-o urmă și printr-un punct oarecare se găsește urma razei de lumină ce trece prin punctul u, a (fig , b), care dă umbra reală pe planul vertical de proiecție, punctul de pe linia de pămînt fiind obținut prin unirea proiecției orizontale a punctului h cu c/ , sau găsind umbra punctului pe planul bisector, care este pe linia de pămînt Umbra unei drepte oarecare (fig , c) se găsește cu ajutorul razelor de lumină care trec prin punctele ce definesc dreapta Pe planul orizontal de proiecție umbra trece prin proiecțiile orizontale ale urmelor orizontale ale razelor de lumină ce trec prin punctele A și β, iar pe planul vertical de proiecție umbra trece prin proiecția verticală a urmelor verticale ale acelorași raze de lumină Umbra dreptelor particulare Orizontala d, d' are umbra pe planul orizontal de proiecție, paralelă cu proiecția orizontală a dreptei (fig , a), iar construcția acesteia se efectuează obișnuit Analog se găsește și umbra unei frontale (fig , b) Verticala are umbra pe planul vertical de proiecție paralelă cu dreapta, iar proiecția pe planul orizontal la ° din urma dreptei (fig , c) F r o n t o o r i z o n Ѣ a a are umbra paralelă cu linia de pămînt (fig , e) pe unul din planele de proiecție cu excepția cazului cînd dreapta este situată în planul bisector, caz în care umbra este pe linia de pămînt O dreaptă de capăt are umbra pe planul orizontal paralelă cu proiecția orizontală a dreptei, iar pe plan vertical prin urma dreptei, la ° (fig c) Dreapta ce trece prin linia de pămînt are umbra prin punctul de urme și prin cîte o urmă a razei de lumină ce trece printr-un punct al dreptei (fig , d), adică umbra reală este pe unul din planele de proiecție în cazul cînd dreapta ce trece prin linia de pămînt este conținută în unul din planele bisectoare, umbra acesteia este pe linia de pămînt Umbra dreptei pe un plan oarecare Umbra unei drepte pe un plan oarecare P se află intersectînd planul de lumină dus prin dreaptă cu planul dat Fie dată dreapta ab ab' și planul PPXP' (fig , a) Se caută mai întîi umbra dreptei pe planele de proiecție Pînă la urma orizontală a planului umbra rămîne neschimbată Punctul c c are proiecțiile atît în planul orizontal de proiecție cît și pe urma orizontală a planului Este necesar să se mai caute umbra unui punct pe planul P, de exemplu b b' Pentru aceasta se caută punctul în care raza de lumină dusă prin b, b' înțeapă planul P, punct care se determină cu ajutorul planului proiectant RRXR' în d , dj Umbra căutată este «oCod , c¿d¿ Umbra unei drepte pe o prismă O dreaptă dată prin proiecțiile ei d, dr are umbra aruncată pe o prismă (fig , ύ), ca și în cazul planelor verticale, și se găsește construind umbra pe fiecare față Dacă planele fețelor nu sînt verticale, ci oarecare, se caută intersecția planului de lumină dus prin dreaptă cu planul fețelor prismei, respectiv cu muchiile acesteia, după metoda cunoscută Umbra unei drepte pe un cilindru se determină anal g (tig , e) Umbra unei drepte pe un pilastra Fie dată dreapta d, d' și o nișă a cărei proiecție orizontală este un semicerc (fig, , d) Să se determine umbra dreptei d, d' pe aceasta Pe planele de proiecție umbra este o dreaptă și se găsește cu urmele reale ale razelor de lumină ce trec prin două puncte Pc porțiunea nișei însă umbra este o linie curbă și rezultă din figură, fiind determinată prin puncte Umbra unei drepte pe un soclu Fie dat în proiecție descriptivă soclul din figura Д , e, Pentru a găsi urma unei drepte verticale pe acesta, se duce un plan proiectant de lumină prin dreaptă, în cazul de față un plan vertical în proiecție orizontală, umbra verticalei este pe direcția razei de lumină, iar în proiecție verticală punctele — Reprezentări geometrice șl сіенеп tehnic ccl ìli sînt pe urma planului vertical dus prin raza dc lumină și se ridică cu linii de ordine Se observă că în proiecție verticală umbra descrie profilul soclului O dreaptă de capai arunca umbra in mod analog în proiecție orizontală I mhra figurilor plane O figură se consideră un plan opac, avînd o față luminată și una în umbră în cazul figurilor se determină umbra aruncată și umbra proprie Perimetrul figurii constituie totodată linia de separație dintre suprafața luminată și cea umbrită Umbra unei figuri pe planele de proiecție se găsește ducînd raze de lumină prin vîrfuri sau plane de lumină prin laturi, cînd razele dc lumină tangente formează prisme, respectiv cilindri dc lumină în cazul corpurilor rotunde Umbra unui triunghi Fie dat ^triunghiul ABC prin proiecțiile vîrfurilor sale (fig a) Se duc raze dc lumină la ° prin vîrfuri și se caută urmele acestora Pe planul orizontal de proiecție se găsește umbra aruncată, unind proiecțiile orizontale ale urmelor orizontale ale razelor de lumină duse prin vîrfuri, iar pe plan vertical unind proiecțiile verticale ale urmelor verticale ale razelor de lumină Acestea sînt concurente pe linia de pămînt Umbra proprie se determină cu ajutorul unei raze de lumină dusă de exemplu prin c, c Considerînd proiecția verticală a razei de lumină și luînd punctul de intersecție al razei de lumină cu proiecția verticală a laturii a'b', cu linie de ordine, se observă că din cele două puncte suprapuse ' și ' depărtarea cea mai mare o are punctul de pe raza de lumină, ca urmare raza de lumină este văzută în proiecție verticală astfel că fața a'b'c' este în lumină Pentru proiecția orizontală se observă cu ajutorul punctelor și că este văzută latura a'b', avînd cota mai mare, și, ca urmare, fata abc este în umbră Același lucru se poate afla cînd se proiectează un triunghi cu aceeași față pe ambele plane de proiecție sau cu fețe diferite Privind placa triunghiulară în direcția razelor de lumină, fața luminată a plăcii și umbra ei aruncată se citesc în același sens ac'b' și aocob'o, pe cînd partea neluminată a plăcii și umbra purtată se citesc invers abc și aocobQ ■ '' ■ Umbra unui pătrat Umbra pătratului în epură se găsește ca și în cazul poligonului oarecare Dacă însă poziția față de planele de proiecție a acestuia este particulară, problema se simplifică întrucîtva Astfel, dacă pătratul este de nivel, umbra pe planul orizontal de proiecție este tot un pătrat, iar pe planul vertical de proiecție un paralelogram (fig , b) Un pătrat în poziție de front se proiectează pe planul vertical de proiecție după un pătrat, iar pe cel orizontal, după un paralelograi (fig , c) ; un pătrat în poziție de profil are umbra un paralelogram atît pe planul orizontal de proiecție, cît și pe planul vertical de proiecție (fig , d) Umbra unui cerc conținut într-un plan de nivel Fie dată o placă circulară opacă în epură (fig , e) Se propune construirea umbrei sale pe planele de proiecție Se știe că pe planul orizontal de proiecție, urma plăcii circulare va ti tot un cerc, cu centrul în punctul de urmă orizontală al razei de lumină dusă prin centru, iar pe planul vertical va fi o elipsă, deoarece un plan oarecare, ce nu este paralel cu cercul de bază și nici cu generatoarele, intersectează astfel un cilindru Se duce în epură raza de lumină prin centrul cercului Cu centrul în ω și raza K, egală cu raza cercului, se descrie un cerc, care este umbra plăcii pe planul orizontal de proiecție Din această umbră numai cea situată sub linia de pămînt este reală, restul fiind virtuală Umbra pe planul vertical de proiecție*/ este o elipsa cave se găsește înscriind cercul într-un pătrat și găsind umbra pătratului, respectiv punctele în care pătratul este tangent la cerc, în epură s-a luat pătratul A/îC/) Fig » Umbra figurilor plane Umbra unei figuri pe un plan oarecare Fie dala figura ABC (fig , /') prin proiecțiile sale și planul, PP#P prin urmele sale Se cere sa se construiască umbra aruncată a figurii abc ab'c pe planele de proiecție și pe planul dat Se consliuicșle înl ii umbra pe planele de proiecție, cu ajutorul razelor de lumină ce trec piin \îifuri, Ooă c între și urma orizontală a planului, umbra rămîne neschimbata, l enliu a gasi umbra pe planul P a punctului c, U se, duce un plan proiectant В prin raza de lumină care trece prin c, c' și se obține urma pe planul P a acestei raze, în Д f Punctele D și E de pe urma orizontală a planului au proiecția verticală pe linia de pămînt I mhra corpurilor geometrice în cazul corpurilor se caută umbra proprie și umbra aruncata a acestora Umbra proprie a poliedrelor se găsește căui,înd fețele luminate sau umbrite ale acestora, iar în cazul corpurilor rotunde, linia de separație a părții luminate de cea umbrită Umbra aruncată se găsește la intersecția prismei de lumină tangentă corpului cu planul respectiv Se observă că linia de separație fiind la tangența razelor de lumină cu corpul, umbra aruncată a corpurilor se găsește în interiorul umbrei acestei linii Ca urmare, pentru a construi umbra unui corp, se poate determina linia de separație și apoi umbra aruncată, sau se poate determina mai înlîi umbra aruncată și apoi diu aceasta se deduce linia de separație Oricare din aceste metode conduce, în general, simplu la rezultat Dacă însă nici linia de separație și nici umbra aruncată nu se obțin ușor, se poate folosi umbra purtată de corp pe un alt plan auxiliar, convenabil ales, pentru determinarea liniei de separație Umbra unei piramide Fie dată piramida VABC (fig , a) Să se construiască umbra proprie și umbra aruncată a acesteia Baza piramidei fiind în planul orizontal de proiecție, pentru umbra aruncată este suficient sa se determine umbra vîrfului piramidei Se duce o rază de lumină prin P, v ale cărei urme pe planele de proiecție sînt în p și v'Q Pe planul orizontal de proiecție umbrii aruncată se află unind Vq cu a, respectiv cu c între aceste drepte, pînă la linia de pămînt, umbra este reală Umbra vîrfului piramidei p, v' este reală pe planul vertical de proiecție, astici că se va uni v cu și , de pe linia de pămînt Umbra proprie se găsește observînd (din cele două proiecții) că fețele \ și VBC sînt luminate Umbra unui con Fie dat conul cu baza un cerc în planul orizontal de proiecție, cu centrul în ω, ωζ de rază В și vîrful s, s' (fig , ă) Se construiește cu ajutorul razei de lumină duse prin vîrful conului, umbra acestuia, și se reprezintă, ca la punctul anterior, umbra aruncată, cunoscînd că umbra pe planul orizontal de proiecție se află ducînd din s tangente la bază, iar din punctele de intersecție ale acestora cu linia de pămînt se duc drepte în s care limitează umbra aruncata pe planul \ ritual de proiecție , , , , Umbra proprie este limitată de generatoarele sa, s a șisă> ș ă Umbra prismei Fie dală prisma dreaptă ABC (fig* , c) Umbta a acesteia se obține ducînd razele de lumină în proiecție orizontala prin inutilii e « sț > Fețele Л C și BC sînt în umbră, iar în proiecție verticală este văzută fața umbrita />( Umbra aruncată constă în găsirea umbrelor verticale, respectiv oi ironia e Umbra cilindrului Un cilindru drept are umbra proprie limitată de planele de lumină duse prin generatoarele a și e (fig * , d), iar umbra aruncată, generatoarele fiind verticale, la °, pe planul orizontal și paralele eu generatoare e din spațiu pe planul vertical de proiecție Baza inferioară este în planul //, iar baza supei loaiă într-un plan de nivel N, a cărei umbră, fiind un cere, se găsește ea m hguia Л /, e Umbra sferei, O sferă se proiectează după cercul ecuator pe planul orizontal de proiecție și după cercul meridian pe planul vertical de proiecție, bazele tangente Ia sferă formează un cilindru, iar generatoarele acestuia suit tangente la stei ü dupa un Fig, , Umbra corpurilor ir * i j i i v i - * razele de lumină si trece prin centrul sferei cercul formimi ( «lodala linia dc separație, dintre lumină și umbră dc re suprafața sferei Un plan oarecare, ce întîlnește cilindrul razelor de lumină largente Ia sferă П intersectează dupa o elipsă, în care axa mică este egală cu diametrul sferei, iar „ха шаге se poale determina cu ajutorul unui plan auxiliar proiectant, care conține axa cilindi ului, ( a urmare, umbra sferei pe planele dc proiecție este cîte o elipsă eiiliii a construi umbra sferei pe planul orizontal de proiecție (fig , e) se duce o raza de lumina prin centrul sferei și se caută itimele acesteia pe planele de proiecție, și Se construiește apoi conturul aparent a) cilindrului razelor de lumina in cele doua proiecț ii, ducînd paralele la raza de lumină, tar gente la proiec-țiilc sferei Axa mica a elipsei de umbra pe planul orizontal de proiecție va trece prin ω și va fi perpendiculară pe proiecția orizontală a razelor de lumină Pentru a gasi axa maio a elipsei, sc duce un plan proiectant față de planul orizontal de proiecție R prin centrul sferei și se rabate în jurul urmei orizontale a planului Cercul de secțiune al acestui plan cu sfera se rabate pe planul orizontal de proiecție în adevărată mărime (perpendicular pe urma R și păstrînd cota centrului sferei) Direcția razei de lumină rabătută este ωίω · Se duc apoi tangente la cercul rabătut paralele cu direcția razei de lumină rabătute și se obțin punctele aobo în care aceste tangente înțeapă urma planului proiectant și, ca urmare, s-a găsit axa mare, după care se proiectează umbra sferei pe planul orizontal Din elipsa astfel construită, umbra reală este numai sub linia de pămînt Pentru găsirea umbrei pe planul vertical de proiecție, construcția este analoagă De altfel, direcția razelor de lumină avînd aceeași înclinație față de planele PI și V, este suficient a găsi axa mare a elipsei pe un singur plan de proiecție, deoarece pe celălalt plan are aceeași mărime în cazul unei înclinări diferite față de cele două plane de proiecție, este necesar să se facă rabaterea și pe cel de-al doilea plan de proiecție Pentru umbra proprie se ridică din rabatere a[ și b[ în a ~ a și b± = b Umbra clădirilor și a clementelor de construcții Clădire cu acoperiș-terasă O clădire este un volum mărginit de fețe plane, trasarea umbrelor acestuia constimi în găsirea umbrei proprii și a celei aruncate de corpuri și de fețe Umbra aruncată de construcție se află pe planul orizontal de proiecție, iar dacă această umbră întîlnește fațadele altor construcții, acestea se vor considera plane verticale de proiecție La clădirea dată în figura , a se pornește de la proiecția orizontală, de exemplu, construind umbra aruncată de fiecare coip de clădire în parte, cu ajutorul razelor de lumină la ° pe planul H și pe planele teiaselor n proiecție verticală apare umbra proprie a corpului din stìnga determinată cu ajutorul muchiei l, Г Clüdire cu acoperiș obișnuit în cazul clădirii cu acoperiș obișnuit (tig , ă) se pune problema dacă înclinarea acestuia este mai mica decît a iazt oi ce u mină, în care caz toate felele versanlilor sînt luminate, sau aceasta este, mai mare, în care caz este necesar a se căuta și umbra dală de versanti respee n Detalu e se analizează după trasarea umbrei elementelor mari, deoarece unele ele ai partea superioara eu o placa loiumiu иши i ч , raze de lumină tangióle la coloană în punctele șt ndtc nd tu proieche vellicala generatoarele corespunzătoare Placa are umbră proprie pe coloana uueptnd cu raza de lumină care trece prin punclul b juin care trece genera oarea de contur aparent în proiecție verticală Haza de lumină prin punctul e da umbra 'p'd'q'O іИоп цкиоо op aoțojuotuop γπ' %ГЛ q corespunzătoare rv (лі punctele q și dL se obține curbii liniei separatoare de umbră proprie, între aceste puncte caracteristice Umbra aruncată pe planul orizontal de proiecție, respectiv pe planul vertical de proiecție, nu prezintă dificultăți (nu au fost reprezentate în epură) Umbra unni pilaștrii acoperii cu o placa dreptunghiulara Fie dat pilastrul din figura d în proiecție descriptivă* Se construiește umbra plăcii pe pilaștrii și pe planul vertical (un perele), apoi sc construiește umbra pilastrului pe planul orizontal și pe planul vertical de proiecție Se observă că umbrele aruncate se construiesc în afara conturului aparent al plăcii (copertinei) și a pilastrului Umbra unei scări Parapetul scării reprezentate în figura , e aruncă umbre pe planul orizontal de proiecție, pe trepte și con tra trepte și pe planul vertical de proiecție Verticala ab a'b' de exemplu, aruncă umbra la ° pc planul orizontal de proiecție și verticală pe planul vertical de proiecție și pe contratrepte ( ', , ') a căror poziție se ridică din planul orizontal Dreapta de capăt cd cd' aruncă umbra paralelă cu dreapta pe planul orizontal dc proiecție și pe planul treptelor și podestului Cu aceste precizări, umbra se construiește ușor și este arătată în figură Umbra unui coș pe acoperiș Fie un acoperiș obișnuit în patru ape cu un coș de fum căruia să i se construiască umbra (fig , [) în acest caz, umbra se găsește cu ajutorul proiecției pe planul lateral Razele de lumina duse prin vîrfurile copertinei coșului în proiecție laterală vor avea urma pe planul versantului paralel cu Ox Ducînd raze de lumină și în proiecție verticală, la intersecția acestora cu paralele din a"p, d"p etc la Ox se găsesc punctele de umbră in proiecție verticală și, prin revenire de pe planul lateral, pe liniile dc ordine corespunzătoare din proiecție verticală, se obține și umbra în proiecție orizontală PROIECȚIA AXONOMETRICĂ ORTOGONALA Relații geometrice în triunghiul axonometrie Pe lingă proiecția oblică pe plane de front și pe plane de nivel, se pjt obține imagini sugestive și prin proiecția ortogonală pe un plan P, oarecare, a cărui poziție să fie convenabil aleasă față de planele de proiecție Proiecția ortogonală a unui cub cu fețele în planele de proiecție este schițată în figura Fig Proiecția ortogonală a unui cub Fig Triunghiul axonometric * о л ' Rezolvarea vîrfuri, se găsesc intersecțiile acestora cu planul P și deci imaginea în proiecție pe cele două plane de proiecție Pentru a obține imaginea proiectată pe planul P se rabate acest plan pe unul din planele de proiecție și, odată cu el, punctele în care proiectantele înțeapă planul și se obține astfel imaginea căutată La același rezultat se poate ajunge însă și mai simplu, prin relații geometrice obișnuite, cu condiția de a găsi posibilitatea de trecere de la reprezentarea descriptivă în dubla proiecție ortogonală, la proiecția ortogonală pe un plan oarecare Întrucît paralelismul în axonometrie se păstrează, din figura , a se observă că este suficient să se proiecteze originea axelor de coordonate O și O și să se găsească scările de reducere, pentru ca proiecția axonometrică să fie determinată ' ? > ' ’ * г · - > - ■<>■■■ problemei în epură este lungă și dificilă : se duc proiectante prin Planul ?(fig , a) se numește plan axonometric Acesta intersectează planele de proiecție după cele trei urme, care limitează între ele triunghiul urmelor sau triunghiul axonometric în axonometrie, vîrfurile axonometricc (ale triunghiului) se notează cu A, В și C și nu cu Px, Py și Pzi cum se notează în geometria descriptivă Originea O se proiectează în O pe planul axonometric, iar punctele A> В și C sînt propriile lor proiecții Axele Ox, Oy, Oz se proiectează din piin punctele A(Oo, x \ B(OQ, y ) și C( o *o) și se numesc axe axonometrice Triunghiul axonometric este întotdeauna un triunghi ascuțitunghi, ceta ce se demonstrează în continuare Dacă triunghiul este ascuțitunghic, pătratul fiecărei laturi este mai mic decît suma celorlalte două laturi, adică unghiul opus fiecărei laturi este mai mic de ° Cu notațiile din figura , , a, din și COA rezultă : triunghiurile dreptunghice AOB, COB a » Însumîndu-se primele două egalități se obține : zz + /) p* -I- g - r == c + r sau π* + ύ - r , adică și analog : c a -h b b ) ( (cos oZ) (o¿) ( ÿ) (così') (cos ! îl (cos fe) ( P> ) (oi ) (CCSOZ) (θ ) (-Θ- ) (- - ) (C ) (C- ) (-θ- ) ( - - ) ( - - ) ( -О- ) Fig Nomogramă cu puncte aliniate pentru determinarea coeficien-țiloi' de reducere Fig Orientarea par iculară a planului axonometric în figura b b planul axonometric este perpendicular pe Onyt, respectiv paralel cu planul vertical Axa O„// se reduce în acest caz, pc planul axonometric, ia punctul ( o· I rin urmare, proiecția ortogonală descriptivă poate fi considerată ca un caz particular al proiecției axonometrice ortogonale, în care se iau ne rind unghiurile făcute de axe de cito ° , Rezolvarea unor probleme de axonometrie ortogonala În reprezentarea axonometrică ortogonală se pune problema privitoare la determinarea unghiurilor, a coeficienților de reducere, a direcției axelor axonometrice care se prezintă în continuare Determinarea scărilor de reducere cînd se cunosc direcțiile axelor axonometrice Fie date axele axonometrice Ο τ , Ooi/o, π · l· oz ) j- [/ J :: -’W U ОУ f Deci, pentru a obține direcțiile axelor axonometrice, se iau scările de reducere astfel ca să satisfacă această ultimă condiție, apoi cu o construcție grafică se află direcțiile căutate Se construiește triunghiul AlB Oo, care are laturile U? Cu compasul, cu centrul în se aduce оу y* oz -’v· fgmentul OoAl în A iar cu centrul în B și deschiderea ВгО se aduce Bx în B, puncte prin care trec axele axon -metrice Axa O z este perpendiculară pe AB din Oo Ducînd o paralelă la AB prin Oo și notînd unghiurile triunghiului ^ cu a b c se observă că direcțiile axelor axonometrice sînt orientate după bisectoarele unghiurilor a și b, conform teoremei lui W eiss b a eh Practic pentru scările de reducere se aleg numere întregi, coeficienții de reducere fiind proporționali cu aceste numere Determinarea mărimii unghiurilor α, β, γ (dintre axele descriptive și cele arena-metrice) cînd este dat triunghiul urmelor în figura , c s-a considerat dat triunghiul urmelor sau triunghiul axonometric ABC Ducînd înălțimile acestuia se obține direcția axelor axonometrice și proiecția ortogonală O a originii O L n-ghiul din O fiind drept se poate lua un plan perpendicular pe planul triunghiului axonometric cu care se secționează atît axa O x de exemplu, cit și Or Se rubate secțiunea în planul triunghiului axonometric, construind un semicerc si cu ajutorul acestuia, unghiul drept în O, precum și unghiul căutat Construcția se repetă pentru fiecare unghi, așa cum se arată în figură Determinarea mărimii segmentului unitar cînd se cunosc ctKficiendi de reducere pe direcția celor trei axe Din relația gmerală între coeficienții de reducere - U* rezultă mărimea seg nentului unitar: / /а * ’ Grafic, aplicind teorema lui Pitagora, valoarea segmentului unitar U se găsește construind o serie de triunghiuri drepturighice (fig , d) Determinarea unghiurilor dintre axele descriptive și cele axonometrice, cînd se cunosc coeficienții de reducere Se construiește semicercul cu diametrul mare egal cu segmentul unitar (fig , e), apoi din una din extremitățile segmentului se duc coarde de cerc egale cu coeficienții de reducere Uox, Uov și Uoz Unghiurile se citesc între segmentul U și coeficientul de reducere corespunzător Determinarea direcției axelor axonometrice cînd se dau unghiurile dinlre axele descriptive și cele axonometrice Pe o dreaptă verticală se ia un punct arbitrar care se consideră O (fig , f) Se duce o perpendiculară pe verticala luată prin Oo, pe care, de asemenea, se ia un punct O, din care se duc drepte care fac unghiurile α, β, γ cu verticala Intersecțiile acestora se notează cu AL, Bt și Cp Ducînd o perpendiculară pe OC din O, aceasta întîlnește verticala inițială în punctul N Făcînd comparație cu figura , c se observă că CON fiind triunghi drepturghic, cu unghiul γ în adevărată mărime, este tocmai triunghiul rabătut din spațiu, adică punctul O este unul din vîrfurile triunghiului axonometrie Se continuă construcția din figura , f ducînd o perpendiculară pe verticala considerată prin punctul N (s-a dus de fapt latura triunghiului axonometrie), pe care se vor fixa punctele A și B Cu centrul în O și deschiderea ALOQ se duce un arc de cerc pînă în A și cu același centru cu deschiderea în O B se duce un arc de cerc în B Punctele А, В și C sînt vîrfurile triunghiului axono-metric, care unite cu O dau proiecțiile axelor axonometrice REPREZENTAREA ÎN PROIECȚIA AXONOMETRICĂ ORTOGONALĂ Punctul în proiecția axonometrică ortogonală, punctul se reprezintă ca în perspectiva cavalieră, construind paralelipipedul cu laturile egale cu coordonatele punctului la scările respective Pentru ca punctul să fie determinat, pe lingă proiecția axonometrică ortogonală a acestuia mai este necesar să se dea o proiecție secundară (fig , a și b) Dreapta în general, o dreaptă se dă prin două puncte, iar reprezentarea ei în proiecția axonometrică ortogonală se face cu ajutorul acestora Fie, de exemplu, punctele A și В care definesc dreapta și care se reprezintă cu ajutorul coordonatelor Punctele α ύ) determină proiecția secundară La intersecția acesteia cu axele axonometrice se obțin urmele în reprezentarea axonometrică, avînd urmă verticală și laterală în acest caz Un alt punct important al dreptei este urma ei pe planul axonometrie Aceasta se găsește cu ajutorul unui plan proiectant vertical, dus prin dreaptă, care taie planul xOg după proiecția secundară «o/>o a dreptei, iar triunghiul axonometrie după dreapta Vl W Punctul de inter' secție al dreptei A B și V Ww notat cu A, este urma căutată a , z *o α α Fig, , Reprezentarea punctului : epurâ ; b — proiecția axonometrică isometrica, ΐ£ξ , , Reprezentarea dreptei * — epură ; b — proiecție axonometrtcă I* i& Urma dreptei pe planul Лоте trie i se аса iltí Daca dreapta arc o poziție particulară față de planele de proiecție, reprezentarea ei în proiecție axonometrică ortogonală se efectuează după cum urmează: — o orizontală /)A, o frontală J) dreaptă de profil D , in proiecții axo- nometrice ortogonale, inclusiv cele trei proiecții, ca în figura , u; — verticala )t, dreapta de capăt/) și fronfoorizontala ca în figura — dreapta care se intersectează cu Ox arc proiecțiile axonometrice ortogonale, inclusiv cele secundare, ca în figura , r Planul Se știe că în proiecția axonometrică ortogonală planul se reprezintă prin urmele sale 'Trecerea de la proiecțiile descriptive la cele axonometrice se face luînd la seară corespunzătoare punctele /\, Z\ și respectiv punctele A D și C corespunzătoare din triunghiul axonometric O dreaptă cuprinsă în plan are urmele pe urmele planului Două plane se intersectează după o dreaptă care are urmele pe urmele ambelor plane, deci la intersecția lor (fig , a) Dacă planele au o poziție particulară față de planele de proiecție, reprezentarea în proiecție axonometrică ortogonală este următoarea (fig , b) : planul ver- Fig, Reprezentarea axonometrică a cercului tical P are are urmele Planele paralele cu axele axonometrice corespunzătoare Astfel este planul de nivel P, planul de front R și planul de profil Q (fig , c) Proiecția axonometrică a cercului Un cerc conținut într-unul din planele de proiecție descriptive poate fi adus prin rabatere în planul axonometrie raba-tîndu-se în jurul laturii triunghiului axonometrie Modul de reprezentare a proiecției cercului în acest caz, care este o elipsă, reiese din figura , realizîndu-se cu drepte particulare urmele verticală și laterală paralele cu O z ; planul R paralel cu Ox verticală și orizontală paralele cu O x paralele cu cîte unul din planele de proiecție au cîte două urme, AXONOMETRIA OBLICĂ GENERALĂ în proiecția axonometrică ortogonală trebuie avute în vedere anumite reguli» care rezultă din considerații geometrice în proiecție oblică însă se poate lua orice direcție de proiectare și orice scări de detormare* Privită din acest punct de vedere, axonometría oblică este mai generală decît cea ortogonală Principiile Manometrici oblice generale au fost fixate do Pohlke și se vor arăta în cele FteXt planul P și direcția oblicfi paralé cu Δ (fig ) Fie, de asemenea, dat patrulaterul Ο,α^'ο, inclusiv diagonalele, (patrulater complet) Se duc pro- Fig Axonometría oblică generală Fig Reprezentarea axonometrică a unei turle iectante din vîrfurile patrulaterului, se iau punctele OlB ClAl pe proiectantele respective și, unindu-se aceste puncte, se obține un tetraedru, a cărui proiecție este patrulaterul OQaQbQCQ Pe proiectantele respective se pot lua însă o infinitate de tetraedre care toate să aibă proiecția oblică pe planul P în О а Ь с Rezultă că se va putea lua și un astfel de tetraedru, care să aibă unghiul tridreptunghic din O și cele trei muchii concurente în acest punct O egale între ele Dacă această lungime se consideră egală cu segmentul unitar u, proiecțiile corespunzătoare de pe patrulaterul proiectat pot fi considerate scările după direcțiile corespunzătoare : - • · · * » * A , * ·· · - * · Г M * Umbra unei clădiri Umbra proprie și aruncată a unei clădiri cu acoperiș obișnuit este arătată în figura și este construită tot cu ajutorul verticalelor Se observă că la determinarea acesteia se trasează umbra aruncată de volumul interior, apoi de patrulaterul ce formează planul streașinei și, în final, umbra aruncată de coamă (care în cazul de față este în interiorul conturului umbrei streașinei) Umbra proprie și aruncată în axonometrie se poate determina și indirect, trasînd umbrele la ° în dublă proiecție ortogonală și apoi reprezentîndu-le în axonometrie REPREZENTAREA ÎN PERSPECTIVĂ Realizarea imaginii perspective Perspectiva este un caz particular al reprezentării axonometrice Perspectiva stabilește regulile și metodele cu ajutorul cărora se pot reprezenta obiectele din spațiu pe un plan, printr-o imagine unică, așa cum se văd De aceea, pentru ca această reprezentare plană să corespundă imaginii pe care o realizează ochiul omenesc cînd privește același obiect sau ansamblu, trebuie respectate atît relațiile de poziție și metrice ce caracterizează obiectul din punct de vedere geometric, cît și să se țină seama de legile vederii Se știe că formarea imaginilor vizuale este asemănătoare în principiu cu imaginea realizată de un aparat fotografic : interiorul globului ocular este camera obscură, razele luminoase pătrund prin pupilă, sînt concentrate de cristalin (lentila convergentă) și apoi proiectate pe retină (placa fotosensibilă) Sensibilitatea retinei nu este uniformă, fiind maximă pe pata galbenă, o porțiune de mm lățime și , mm înălțime Privind un obiect, ochiul înregistrează impresii de ansamblu, instantanee, formate pentru întreaga retină, și impresii succesive de amănunt, formate numai pe pata galbenă, care dau detalii de amănunt, Fig Unghiul vizual Din cele aiutale rezulta ca ochiul înregistrează imaginile în sistemul de proiecție centrală (conică), centrul de proiecție fiind chiar centrul optic al său Considcrînd un ecran transparent între ochiul observatorului și obiectul privit, fiecărui punct îi corespunde o rază vizuală care înțeapă tabloul Unind cu linii punctele astfel obținute, rezultă imaginea vizuală a obiectului pe tablou, care este aceeași și în cazul cînd se îndepărtează obiectul Materializarea procedeului arătat a fost imaginată de Leonardo da V i n c i, care propunea folosirea unui tablou caroiat, iar imaginea văzută prin acesta să fie reprodusă pe hirtie carolata, la scara corespunzătoare Cimpul vizual al ochiului omenesc normal este limitat de un con eliptic, cu vîrful în centrul optic al ochiului, cu generatoarele extreme axei mari intersectate sub un unghi de °, care formează unghiul vizual limită în lățime, iar generatoarele axei mici sub un unghi de °, formînd unghiul vizual limită în înălțime (fig , a) în general, unghiul vizual limită în lățime este orizontal, iar cel în înălțime este vertical în afara acestui con limită imaginile, deși exact desenate, par deformate și impresionează neplăcut observatorul Practic, pentru simplificare, conul limită este înlocuit cu o piramidă vizuală-cu baza un dreptunghi, care înlocuiește elipsa și are dimensiunile egale cu axele elipsei (fig , b) în funcție de distanța D a observatorului pînă la tablou, dimensiunile tabloului sînt de / D în lățime și / în înălțime Pentru a nu avea însă deforma ții accentuate la marginea tabloului, se ia unghiul vizual orizontal aproximativ de °, cu care dimensiunile tabloului în funcție de distanță sînt de / ) în lățime și / D în înălțime Pentru ca imaginea unui obiect oarecare să intre în tablou, se cere ca distanța lui la observator să lie de , o ort dimensiunea lui cea mai mare Pentru a obține o bună perspectivă, pe lingă stabilirea corecta a distanței observatorului, mai este necesar ca direcția principală de privite (axa opina) treacă prin centrul geometric cd obiectului, iar tabloul de perspecti\a sa t e ai-totdeauna perpendicular pe această direcție Reprezentarea unui obiect sau a unui ansamblu în perspectivă se poate face fie observînd direct obiectul, fie din imaginație sau din dubla proiecție ortogonala, cum este cazul în geometria descriptiva Perspectiva poate fi directă, inversă, do restituire și releven Perspectiv a directă este aceea în care se dă un obiect perleet detuni din punct de vedere geometric (ale cărui dimensiuni, poziție și situație țața de punctul de vedere sînt cunoscute) și distanța acestui punct a la ) ou Persnectivă Inversă este aceea în cure, imaginea perspectivă a unui obiect definit din punct de vedere geometrie, precum și dimensiunile respective se dau ȘÎ se cerc, cunoscînd locul punctului de vedere și distanța acestuia la tablou, să se determine poziția și situația obiectului față de punctul de vedere Restituirea perspectivă corespunde cazului cînd se dă imaginea perspectivă a unui obiect, perfect definit din punct de vedere geomtric, precum și dimensiunile respective și se cere să se determine locul punctului de vedere față de obiect, poziția planului tabloului și distanța acestuia la punctul de vedere Releveul perspectiv este reprezentarea la scară, în proiecție ortogonală, pe unul sau mai multe plane de proiecție, a unei figuri sau a unui corp geometric, după imaginea perspectivă respectivă Releveul perspectiv se prezintă ca o epură din geometria descriptivă sau ca un plan cotat și are aplicații la ridicarea planurilor de monumente, terenuri etc după imaginile fotografice Se bazează pe perspectiva inversă și pe cea de restituire Reprezentarea în proiecție conică Perspectiva fiind o proiecție conică pe un tablou vertical, din centrul optic, tabloul fiind situat între observator si obiect, imaginea perspectivă rezultă la intersecția razelor vizuale, din punctele obiectului, cu tabloul Problema se poate rezolva deci prin metodele cunoscute din geometria descriptivă, cu condiția ca, pe lîngă proiecțiile ortogonale ale obiectului, să se mai dea tabloul și punctul de vedere Fie dat, de exemplu, în epură cubul I, , , , ; ', ', ', ' (fig ), căruia să i se deseneze proiecția conică pe planul vertical PPXP', din punctul de vedere υ, ν' Se duc razele care unesc punctul v, v cu vîrfurile cubului și se află urmele acestor raze pe planul P Se unesc punctele obținute în ordinea obișnuită în proiecție orizontală imaginea se proiectează pe urma proiecție a planului Pentru a avea imaginea perspectivă din punctul din care cubul a fost proiectat central, se rabate planul P pe unul din planele de proiecție, în epură pe planul vertical, inclusiv imaginea, în jurul urmei respective a planului Nomenclatura folosită la reprezentarea în perspectivă Pentru întocmirea desenului perspectiv se aplică procedee simple, care permit trasarea imediata a imaginii perspective, folosind o serie de construcții geometrice simple V Fig Proiecția centrală a cubului u"d de Urma i Piciul , - i i i care ’ de laturi |laraMe „ pcr!pcc[ivă „ ■ La fC PI‘°cedeaza în cazul oricărui poligon, construind perspectiva unor laturi și a unoi pț i ele cu ajutorul unor drepte de capăt, sau cu drepte înclinate la ° erspedwa cea uhu I erspectiva cercului este o conică Conul razelor vizuale ale conului-hmita se sprijină pe cerc, iar secțiunea tabloului prin acest con este tocmai perspectiva cautata și anume o elipsă, o hiperbolă sau o parabolă, în funcție de poziția cercului și a punctului de vedere față de tablou Dacă tabloul este intersectat de toate razele vizuale, perspectiva este elipsă, dacă una din razele vizuale este paralelă cu tabloul, este parabolă, si dacă două raze sînt paralele cu tabloul, perspectiva este o hiperbolă Reprezentaiea perspectivei cercului se poate face fie înscriindu- într-un fie prin metoda înălțimilor Fie dat cercul de raza R din figura , c Se propune construirea perspec- Se în-Cercul punc- singură vizuale pătrat, diago- tivei pe tabloul care să fie planul \rertical, din punctul de vedere v, ν' scrie cercul în pătratul abcd, căruia i se construiește perspectiva A'B'C'D' în perspectivă va ti o elipsă și va fi tangent la perspectiva pătratului în tele ’ ' 'T Alte patru puncte ale perspectivei cercului se pot obține la intersecția nalelor pătratului cu cercul, și anume, în , , , , ducînd drepte de capăt și frontale prin acestea Perspectiva liniilor curbe Perspectiva curbelor neregulate cuprinse în plane de nivel se poate construi prin puncte, lucru foarte greoi, în locul căruia se preferă executarea perspectivei prin metoda carotajului ortogonal Curba dată este încadrată într-o rețea de pătrate, care pot fi cu ușurință figurate în tablou, ducînd o serii de drepte de capăt, iar cele frontoorizontale la intersecția diagonalei cu primele Trasarea perspectivei curbei neregulate în perspectiva carotajului ortogonal se face liber, ținînd seama de deformația acestuia Perspectiva elevațiilor (a verticalelor) Reprezentarea elevațiilor are Ia bază reprezentarea prismei drepte și a piramidei, respectiv a muchiilor acestora Perspectiva verticalelor Segmentul vertical BA are ca perspectivă un segment vertical B'A' (fig , a) Pentru а-l găsi se construiește mai întri perspectiva punctului A' din geometral și apoi se determină lungimea verticalei în perspectivă Se observă că, în cazul dat, segmentul apare micșorat, fiind situat în spațiul real în spațiu, punctul A', perspectiva punctului A, se află la inteisecția razei vizuale VA cu dreapta va (situată în tablou), ambele drepte fiind astfel situate într-un plan determinat de dreptele paralele W și An (fig l, · Perspectiva piramidei drepte, O piramida dreaptă cu baza un pătiat și ina țimea dată h are perspectiva dată în figura Perspectiva bazei st tons inieș t a>a cum s-a arătat în figura , , a, iar înălțimea se determina ca la punctul precedent în tablou Perspectiva prismei drepte, O prismă dreaptă de înălțime h (fig Tot) se ie-tivă la fel muchiile paralele avînd același puiu ț dt fuga, iar , perspectivei laturilor figurilor, mărimea rezul- iíeViide* sînt aduse cu dreapta de fugă prezintă în perspec verticalele se ridică la intersecția lînd în tablou, Fig Perspectiva unei verticale OC V i ! i ЦО ^ob zcd νχ Fig, Perspectiva piramidei prismei unei clădiri ■lădH· Perspectiva unei d adii i simple cu acoperiș O clădire simplă are pereții de forma prismei, dai acopeiișul obișnuit este o piramidă Perspectiva acestora se află ca și la cele dona impuri aratale anterior, și anume, prisma și piramida (fig ), Perspectiva conturului unor volume utilizate în construcții Perspectiva a două volume alăturate Fie dat obiectul a cărui proiecție orizontală este cea din figura Să se construiască perspectiva acestuia din punctul V, pe tabloul a cărui urmă este O r și care trece printr-o muchie, aceasta apărînd în adevărată mărime Proiecția centrală din V este intersecția razelor de lumină din V la vîr-furile obiectului și înțeapă tabloul în punctele τυ τ , τ , , τ Cunoscînd înălțimea obiectului și punctele de luga se poate construi perspectiva Punctele de fugă se găsesc ducînd prin v paralele la laturile obiectului, pînă intersectează tabloul Pentru ca figura să nu fie prea aglomerată, obiectul fiind situat în spațiul real, s-a făcut o translație a construcțiilor astfel : s-a luat linia orizontului Н'Н' pe care s-au coborît punctele de fugă, iar pe Ox urmele razelor vizuale La intersecția dreptelor de fugă se obține perspectiva proiecției orizontale ; prin aceste puncte se duc verticale care vor fi muchiile obiectului, dintre care muchia B' este în adevărată mărime fiind în tablou, restul sînt mai mici înălțimea celorlalte muchii rezultă, cunoscînd punctele de fugă ale perechilor de laturi paralele Perspectiva cu un singur punct de fugă în cazul perspectivei unui obiect de construcții format din mai multe corpuri, de înălțimi diferite cum este cel din figura se poate obține perspectiva cu ajutorul unui singur punct de fugă (al doilea fiind în afara desenului), cu ajutorul urmelor pe tablou a razelor vizuale si a urmelor laturilor Perspectiva acoperișului Acoperișul se pune în perspectivă ușor, considerînd planul streașinei și punînd în perspectivă doar extremitățile coamelor și ale muchiilor Pentru simplificare s-a considerat un contur ca cel din figura Perspectiva extremităților coamei se găsește obișnuit, din reprezentarea proiecției pe geometral, iar înălțimea se măsoară pe tablou din punctul de urmă Vizibili- Г I Fig, Perspectiva a două volume alăturate I tatea depinde în primul rînd de poziția observatorului (punctul de vedere și înălțimea liniei orizontului) Un acoperiș în patru ape poate avea astfel vizibile toate cele patru fețe, trei, două, una sau nici una Perspectiva fiind odată determinată, pe tablou se pot obține oricînd alte perspective corespunzătoare translației pe verticală, păstrînd același tablou și același punct de vedere, deci și mărimea segmentelor pe verticală Perspectiva arcului de triumf, în figura s-a dai epura unui arc în plin cintru (arc de triumf), precum și un punct de vedere și urma pe geometral a tabloului Se construiesc punctele de fugă fL și Д ale laturilor paralele, precum și urmele pe tablou ale laturilor O muchie fiind conținută în tablou, înălțimile se pot măsura pe aceasta în perspectivă, arcada este desenată la aceeași scară eu înălțimea liniei orizontului egală cu distanța dintre Ox și FJA Arcul de cerc în perspectivă apare ca o elipsă Aceasta se poate ușor construi cu ajutorul punctelor de pe linia de naștere și a punctului de cheie, eventual și cu alte puncte intermediare Fig Perspectiva unui arc de triumf Construcții geometrice care se pot efectua direct în tablou O clădire sau un obiect mai complicat se pune în perspectivă treptat, începind cu liniile principale, trecîndu-se la detalii numai după ce acestea au fost suficient conturate Unele detalii pot fi adesea terminate ușor, fără a mai avea nevoie de construcții suplimentare în geometral Determinarea mijlocului perspectiv al unui segment Fie dat segmentul A'B' în imagine perspectivă pe tablou Să se afle mijlocul perspectiv ai acestuia (fig , «) Se unește punctul B' cu ν', iar din A' se duce o frontoorizontală, concurentă cu B'v' în Bx Mijlocul segmentului A'BY este în M la jumătatea metrică a segmentului Dreapta Mp/ intersectează segmentul A'B' la mijlocul perspectiv în M', deoarece dreptele В'Вг și M'M± avînd același punct de fugă sînt paralele în spațiu, iar A'Br este o frontoorizontală, ca urmare AB este ipotenuza unui triunghi dreptunghic, iar împarte în segmente egale atît cateta, cit și ipotenuza La fel se poate găsi mijlocul perspectiv al unui segment de dreaptă și în cazul cînd triunghiul nu este dreptunghic, ci oarecare pentru aceasta fiind suficient ca una din laturile acestuia să fie frontală (fig , b) Rezultă deci că punctul v' poate fi înlocuit cu oricare altul F de pe linia orizontului, care va fi punctul de fugă al celor două paralele împărțirea unui segment perspectiv în părți proporționale împărțirea unui segment perspectiv în părți proporționale cu numere date se face la fel ducînd prin a', extremitatea segmentului, o frontoorizontală (fig c) care se împarte în numărul de segmente dorit Se ia apoi un punct de fugă l· aibitrai șh unind cu acesta segmentele de pc frontoorizontală, se obține împăițîrea perspectixă în raportul dorit în epură segmentul perspectiv A /> este împărțit pi in punctele M' și N' în segmente proporționale cu numerele , și Punctul de fugă al unei drepte oarecare O dreaptă oarecare neorizontală are un punct de fugă ce se poate determina cu ajutorul proiecției pe geometral a acesteia, Punctul de fugă al dreptei se găsește Ia intersecția imaginii perspeethe a proiecției pe geometral cu linia de pămînt, de unde, cu linie de ordine, se află punctul de fugă F al dreptei D și al dreptelor paralele cu aceasta ce se pot efectua direct în tablou Fig o Construcții geometrice Fig Perspectiva pătratului vertical și a cercului înscris în acesta Fig, , Perspectiva unei rețele de pătrate Pn"rC'C í ¡'Jaccesibile· Punctul un alt punct B' pe dreapta У Se constaste triunghiul M Dmti-un alt punct C al hniei orizontului se construiește triunghiul CE λ a e panii laturi sini paralelé cu ale primului Dreapta căutată este M'N' Jn cazul cînd dreapta la care trebuie să i se construiască paralela în perspectivă nu este orizontală ci oarecare, atunci este necesar să i se cunoască și perspectiva proiecției pe geometral, pentru а-i determina punctul de fugă Perspectiva pătratului Pătratul in eșicher Fie dată perspectiva unei laturi d? capăt A' Bf a pătratului conținut într-un plan de nivel Pentru а-i determina perspectiva se știe că laturile de capăt au punctul de fugă în p', iar diagonalele în punctul de distanță D în general acest punct este inaccesibil, astfel că lungimea perspectivă a laturilor de capăt se determină cu punctul de distanță redusă D/ , și se unește cu treimea laturii frontale (fig ) Dacă pătratul în perspectivă astfel determinat este o pardoseală a unei camere excutată din plăci de mozaic sau din marmură, în două culori, în eșicher, perspectiva acestora arată ca în figură Perspectiva pătratului vertical Să se construiască perspectiva unui pătrat vertical avînd perspectiva unei laturi de capăt A'B' Se știe că cealaltă latură va fi frontoorizontală, iar mărimea ei se poate construi ca în figura și se ridică pe verticala din A' Perspectiva cercului vertical Perspectiva cercului înscris în pătrat este o elipsă tangentă la patrulaterul A'B'C'E' (v fig ) în patru puncte Se mai pot lua patru puncte la intersecția cercului cu diagonalele pătratului Construirea perspectivei prin coordonate Perspectiva axelor de coordonate în spațiu, poziția unui corp este determinată, dacă punctele acestuia sînt raportate la un sistem de trei axe de coordonate Dacă se pun în perspectivă axele de coordonate, obiectele se reprezintă prin punerea în perspectivă a acestora cu ajutorul coordonatelor Axele de coordonate se aleg rectangulare : axa absciseloi Ox pe uuna tabloului, axa ordonatelor (depărtărilor) perpendiculară pe Ox și cupi insă în geometiaL iar axa înălțimilor (cotelor) Oz perpendiculară pe primele două, adică o verticala iginea axelor O pe urma tabloului, Oz perpendiculară pe aceasta, iar axa Oij grada în —'nxiviiuJCU UXCÎUÎ ti С L U/ uonu v —- i л ~ Οί,-ο/ t unități la scara desenului Axele Ox și Oz, fiind în tablou, se gra < < ^ · de capăt, se poate grada cu ajutorul unor diepte inch care fug în punctul de distanță D, lespectiv - rrimul este inaccesibil (fig ' Axele astfel gradate constituie scari grai ice anumite scara depărtărilor pe axa Op și scara înălțimilor pe axa Un Șir de pomi echidistanți în figura , b ajutorul acestei scări s în tablou (fig , a) în perspectivă se ia ori ia una din extremitățile acestuia, axa Prin v' (fiind dreaptă de capăt — fig , b) Etalonarea axelor de coordonate Cele trei axe de cooidonate unim; o - л i · Пт rí Oz fiind în tablou, se g cu Í cu ajutorul distanței Axa Оу fiind orizontală nate la °, < fe(luse D/ , în căzni cînd pi : scara lățimilor pe axa Or, Astfel s-a reprezentat Cu ajutorul acestei scări se poate acoperi fieeuuv Obiect ** -bu cu Cite un cadrilaj, care permite a pune v()lume prismatice ^n figura s-au reprezentat astici în ] https://neculaifantanaru com https://neculaifantanaru com/en/